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Ea  si  r»*cte  confstitiita  fuerìiit  ^t.  in- 
Tfeniose,  scriptnra  liat'c  nniversalis  aeque 
erit  facilis  quam  commanis,  et  quae  possit 
sine  omnì  lexico  legi,  simulque  imbibetur 
omninin  rornm  fundanientalis  cogniiio. 

Leibniz  {Disserta tio  de  arte  combi- 
natoria). 


La  logica  Aristotelica,  o  scolastica,  studia  le 
forme  di  ragionamento  proprie  del  linguaggio 
comune,  e  dei  termini  di  questo  si  serve  per 
enunciare  le  sue  leggi.  La  logira  matematica, 
f  studia  le  forme  di  ragionamento  proprie  delle 
scienze  deduttive  e  in  particolare  della  mate- 
matica, e  da  questa  copia  i  simboli  dei  quali  si 
serve  per  enunciare  le  sue  leggi. 

Mentre  i  termini  del  linguaggio  comune  as- 
sumono spesso  diverso  significato  o  valore  a  se- 
conda del  posto  che  occupano  nel  periodo,  a  causa 
delle  frequenti  eccezioni  a  cui  sono  soggette  le 
regole  grammaticali,  i  simboli  della  logica  ma- 
tematica conservano  ovunque  il  medesimo  signi- 
ficato, non  essendo  suscettibili  di  eccezioni  le 
leggi  alle  quali  si  è  convenuto    che    soddisfino. 
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Prefazione 


Di  più,  mentre  i  termini  del  linguaggio  comune 
danno  luogo  a  combinazioni  proprie  della  spe- 
ciale struttura  di  ogni  lingua,  i  simboli  della 
logica  matematica  costituiscono  un  sistema  di 
scrittura  universale  indipendente  da  qualsiasi 
lingua. 

I  caratteri  ora  accennati  separano  nettamente 
la  logica  scolastica  dalla  logica  matematica,  e 
danno  a  quest'ultima  un  grado  di  rigore  scien- 
tifico che  è  impossibile  raggiungere  con  la  prima. 

II  merito  di  aver  dati  i  primi  germi  dell'at- 
tuale logica  matematica,  spetta  incontestabil- 
mente a  quella  vasta  mente  di  matematico  e  di 
filosofo  che  fu  il  Leibniz  {Dissertatio  de  arte  com- 
hinatoria,  1()()G).  Leibniz  per  il  primo  enunciò 
la  proprietà  associativa  e  commutativa  del  pro- 
dotto logico  e  la  legge  di  semplificazione.  Leibniz 
concepì  per  il  primo  il  grandioso  progetto  di 
creare  una  scrittura  universale,  mediante  la 
quale  ogni  idea  composta  potesse  esprimersi  per 
mezzo  di  idee  semplici,  rappresentate  ciascuna 
da  un  segno  speciale.  La  tarda  età,  come  egli 
stesso  dice,  gli  impedì  di  effettuare  il  suo  pro- 
getto, e  tradurre  in  simboli  tutto  lo  scibile  al- 
lora noto. 

Alla  risoluzione  del  problema  di  Leibniz  hanno 
grandemente  contribuito  i  cultori  della  logica 
matematica.  Questa  ha  assunto  forma  scientifica. 
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Prefazione 


per  la  prima  volta,  per  opera  piìi  specialmente 
dell'inglese  Boole  (An  investigation  of  the  Uiws 
of  thought,  London  1854)  che  ha  applicato  alla 
logica  il  simbolismo  algebrico.  Lo  Schroder 
{Der  Operationskreis  der  Logikkalkuls,  Leipzig 
1872)  ha  opportunamente  trasformato  il  simbo- 
lismo del  Boole  cambiando  alcune  definizioni;  a 
lui  si  deve,  fra  altro,  la  legge  di  dualità. 

Moltissimi  scrittori  hanno  contribuito  al  pro- 
gresso della  logica  matematica;  rimandiamo,  per 
la  bibliografia  su  questo  soggetto,  alla  volumi- 
nosa e  importante  opera  dello  Schrodek.  Algebra 
del  Logik  (1890).  Notiamo   però    esplicitamente 
—  onde  risulti  ben  chiaro    appartenere   questa 
logica  matematica  pili  al  campo  matematico  che 
al  filosofico  -  che  questi  scrittori  sono  tutti  ma- 
tematici e  i  loro  lavori  sono  pubblicati  in  perio- 
dici di  matematica. 

Nelle  Università  americane  la  logica  matema- 
tica fa  parte  dell'insegnamento  ufficiale  per  opera 
di  Halsted,  Peirce,  ed  altri.  Il  Poretzky  h  libero 
docente  in  quella  russa  di  Kasan.  ed  il  Nagy 
in  quella  di  Roma. 

La  logica  matematica  fu  introdotta  in  Italia  per 
opera  dei  prof.  Peanu  (Calcolo  Geometriro...,  1888) 
e  Nagy  {Fondamento  di  mlrolo  logico  —  Gior- 
nale di  matematica,  t  XXVIII).  Infine  il  Peano, 
nel  suo  opuscolo  ^  Arithmetices  principia,  nova 


fc 


f  1^ 


M 


VI 


Prefazione 


t    3 


7 


j 


inethodo  rjposita  1889  ,,  riuscì  ad  esporre  total- 
mente in  simboli  la  teoria  dei  numeri  interi. 
Questo  lavoro  fu  seguito  da  altri  numerosi,  per 
opera  di  diverse  persone.  (  )ggi  il  Fomudario  che 
va  pubblicando  la  lUclstn-  di  matematica  si  pro- 
pone di  trattare  totalmente  in  simboli  le  varie 
parti  della  matematica. 

TI  presente  manuale  contiene  gli  elementi  della 
Logica  matematica,  ed  è  lo  sviluppo  di  un  corso 
di  Letture  .'Scientifiche  da  me  fatte  nel  corrente 
anno  scolastico  presso  l'Università  di  Torino.  I 
segni  dei  quali  ho  fatto  uso  sono  quelli  adottati 
per  il  Formtdarlo,  ora  citato,  e  i  numerosi  esempi 
sono  stati  scelti  nel  campo  della  matematica 
elementare,  per  rendere  possibile  la  lettura  di 
questo  libro,  anche  a  chi  non  possiede  nozioni 
di  matematica  superiore. 

Torino,  marzo  1894. 


Capitolo  I. 


^Tozioni    g-exierali- 


in 

2) 

;e 
.1- 


Scriveremo  il  segno  e,  iniziale  della  parola  èaxi,  al  postò 
dell'aftermazione  è  un.  Scrivendo,  p.  es.,  Dante  e  poeta, 
esprimiamo,  Dante  è  un  poeta,  e  indichiamo  una  propo- 
sizione, grammaticalmente  semplice,  della  quale  Dante  h 
il  soggetto  (nome  proprio)  e  poeta  è  l'attributo  (nom'3 
comune,  nome  di  una  classe). 

*  * 

In  matematica  occorre  spesso  far  uso  delle  classi  "  Nu- 
meri interi  „,  "  Razionali  „  "  Numeri  reali  „  Scri- 
veremo : 

N  al  posto  di  numero  intero  positivo   (lo  zero  escluso). 

R  „  razionale  positivo  ( ). 

Q  „  numero  reale  positivo      ( ). 

q  „  numero  reale  positivo,  o  necfativo,  o  nullo. 

Np         „  numero  primo. 

No,  Ro,  Qo»  per  indicare  le  classi  N,  R,  Q,  agli  indi- 
vidui delle  quali  si  unisca  lo  zero. 

Pei: ALI  Forti  ,1 
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Nx,  ove  a;  è  un  numero  intero,  per  indicare,  multiplo  di 
x;  cioè  indichiamo  con  No;  la  classe  i  cui  individui  sono 
\x,  2x,  Zx ...  prodotti  per  x  degli  individui  di  N. 

Con  i  segni  ora  introdotti  e  il  segno  e,  scriviamo  sotto 
U  forma  simbolica  seguente  le  prop. 

2eN;     3/4€R;    TreQ">;    V2eq;     TeNp;     126N6 

^  che  si  leggono  "  2  è  un  numero  intero  positivo;  3/4  è 
jun  razionale  positivo;  il  rapj)orto  della  circonferenza  al 
.diametro  è  un  numero  reale  positivo;  ^2  è  un  numero 
.reale;  7  è  un  numero  primo;  12  è  un  multiplo  di  6. 

I     I  segni  N,  R,  Q possono  esser  considerati  come  ab- 

ibreviazioni  dei  nomi  delle  classi  corrispondenti. 


* 


Scriveremo  il  segno  o  al  po^to  di  si  deduce.  Scrivendo 
p.  es. 


(1) 


areN.o.ar(.rH-l)(a:  +  2)€N6 


leggiamo  in  uno  qualunque  dei  modi  seguenti:  "  Se  a?  è 
un  numero  intero  si  deduce  che  r  {x  +  \)  [x -{- 2)  è  un 
multiplo  di  6  „  :  "  Se  a?  è  un  numero  intero,  allora  avremo 

^^^ r  :  "  Se  a-  è  un  numero  intero,  sarà  x  [x  -\-\)(x-\-  2) 

un  multiplo  di  0  ,  :  "  Qualunque  sia  il  numero  intero  x, 
avremo  che, ....  ,.  :    "  Sia    x   un    numero    intero,   avremo 

^^^ r.  •    "  Dato    il    numero    intero  ./•  avremo  che 

Esprimiamo  con  la  (1)  in  simboli  la  nota  prop.  "  //  pro- 
dotto di  tre  numeri  interi  consecutivi  è  un  multiplo  di  6  ^. 


\ 


(1)  JT— 3,141592...  rapporto  della  circonferenza  al  diametro. 


ì 


Nozioni  generali 


1 1 . 


Della  prop.  (1)  diciamo  che  are  N  è  Vipotesi,  ex{x+l) 
(ar  +  2)  €  N6  è  la  tesi;  il  segno  3  è  il  segno  di  deduzione. 
Nella  (1),  abbiamo  fatto  precedere  e  seguire  il  3  da  un 
punto  per  separare  i  tre  segni  x  e  N,  :),x{x-\-  1)  {x  +  2) 
€  N6. 

^  In  generale  se  a,  h  sono  prop.  con  a^h,  che  si  legge 
"  da  a  si  deduce  h  ,,  esprimiamo  che  "  se  è  vera  a  "al- 
lora h  è  vera  „  0  anche  "  h  è  conseguenza  di  a  ,. 

*  * 

Indicheremo  con  ah,  ahc, l'affermazione  simultanea 

delle  prop.  a  e  6;  «,  Z,  e  e; Volendo,  p.  es.,  affermare 

che  3  e  7  sono  numeri  primi  scriviamo  3  e  Np,  7  e  Np  e 
separiamo  con  un  punto  le  due  prop.  semplici  3  €  Np, 
7  €  Np. 

Analogamente  scrivendo  11  e  Np  .  13  €  Np  .  17  e  Np  af- 
fermiamo simultaneamente  che  11,  12,  17  sono  numeri 
primi. 

* 
*  * 

Volendo  affermare  simultaneamente  che  x,  y,  z, sono 

individui  di  una  classe  u,  scriveremo   a-,  y,  z, e  m  in 

luogo  del  complesso  di  segni  x^u.xj^u.z^  u Il  segno 

x,y,z,...eu  si  legge  ''x,y,z,...  sono  individui  della 
classe  u  ^. 

Col  complesso  di  segni 

^.  y  e  q  .  0  .  (a:  + f/)2  =  ;r2  + 2a:i/ +  / 

esprimiamo  "  Se  x  e  y  sono  numeri  reali,  allora  avremo 
che  il  quadrato  di  x  +  y  e  eguale  al  quadrato  di  x,  più 
il  doppio  prodotto  di  X  peri/,  più  il  quadrato  di  ij  ,. 


#  / 


i'TVìrf.'' 


Capitolo  I 


Analogamente  si  hanno  le  prop. 

a?,  */  e  Q  .  0  .  log  {xtj)  =  log^  +  logy 
ar,  1/  e  q  .  0  .  a:-  —  f/  =  (r  +  y)  {x  —  %j) 
it',  </  e  q  .  D  .  (x^  ^rXiJ-\r  V^)  {oc  —  y)^  x" 

che  esprimono  note  proposizioni  di  algebra. 


y 


* 
*  ♦ 


Può  darsi  che  nell'ipotesi  o  nella  tesi,  o  nell'una  e 
nell'altra,  si  debba  porre  raffermazione  simultanea  di  due 
0  più  proposizioni;  essendo  ciascuna  di  queste  separata 
da  un  punto,  faremo  precedere  e  seguire  il  segno  0  da 
un  gruppo  di  due  punti.  Es. 

a:,  1/,  0  €  N  .  2C  <  y/  :  0  :  x\\j  <  (a:  +  z)\{y  +  z) 

"  Se  .r,  ;./,  z  sono  numeri  interi  e  a?  è  minore  di  y/,  allora 
il  razionale  xly  è  minore  di  quello  che  si  ottiene  da  esso 
asrsriungendo  lo  stesso  numero  z  ai  suoi  due   termini  ^. 

"Se  XyXf  sono  numeri  reali  positivi  e  a;  è  minore  di  y, 
allora  la  media  aritmetica  dei  due  numeri,  {x\  ìj)l%  è 
maggiore  della  loro  media  geometrica,  \x\j  ^, 

itr,  «/,  2:,  M  e  Q  .  xly  K^zlu'.^:)'. 
x\ij  <  (^  +  z)\{\i  +  m)  .  (a;  +  z)\{%)  +  w)<  ^1^ 

"  Se  X,  y,  z,  u  sono  numeri  reali  positivi,  e  x/y  è  minore 
di  2r/w,  allora  avremo  che  xjy  e  minore  di  {x  +  z)l{y  4-  u) 
e  {x -\- z)l(y -{- u)  e  minore  di  z/u  „. 


Nozioni  generali 


* 
*  * 


Scriveremo  quot(a;, //)   al  posto  di  ''  quoto   della  divi- 
di X  per  f/  „,  e  rest  (a-,  ?/)  al  posto  di  *'  resto  della 
le  di  X  per  w  «. 


sione  di  x  pe 
[visione  di  a:  ^ 
Indichiamo  qui  con 


divisione  di  x  per  y  „. 

quot(.r,  ?/)  il  più  grande  dei  numeri 


Indichiamo  qui  con  quot  (.r,  ?/)  il  più  grande  dei  numeri 
interi  z  tali  che  yz  <  ar,  e  quindi  con  rest  (ar,  1/)  il  numero 
X  —  y  X  quot  {x,  y).  Il  numero  indicato  con  quot  {x,  y)  è 
ciò  che,  ordinariamente,  si  suol  chiamare  quoziente  in- 
completo di  X  per  y. 

Abbiamo,  p.  e.,  le  prop. 

a;,  «/  G  N  .  a?  €  N«/  :  3  :  quot  (ar,  </)  =  a;/f/ 


«     Ci. 


Se  il  numero  intero  x  è  multiplo  del  numero  intero  «/, 
allora  il  quoto  di  x  per  //  è  eguale  al  razionale  xly  „. 
Mentre  trascurando  l'ipotesi  a-  e  Ny  si  ha 

^,  y  €  N  .  0  .  a;///  =  quot  (a-,  y)  +  rest  (a:,  f/)/y. 

Altri  esempi. 

ar,y, 2r  e  N  .a;  e  Nsr  :  3  :  quot(ar+«/,  ^)=quot(a:,^)  +  quot(2/,^) 

"  Se  X,  y,  z  sono  numeri  interi  e  a?  è  un  multiplo  di  z, 
allora  il  quoto  di  ar  +  y  per  z  e  eguale  al  quoto  di  x 
per  z  più  il  quoto  di  y  per  z  „. 

x,y,zeì!i.x^y.x  —  y  eNzi'j:  rest  (a;,  2;)  =  rest  {y,  z) 


t»  o. 


Se  la  differenza  dei  numeri  x  e  ye  multipla  di  z,  al- 
lora dividendo  x  e  y  per  z  si  ottengono  resti  eguali  „. 
La  traduzione  letterale  dei  simboli  può  farla  il  lettore 
per  esercizio. 
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*  * 


Quando  per  le  prop.  a  0  ò  e  vera  l'att'ermazione  simul- 
tanea (CJb.ho  n,  diremo  che  a  è  equivalente  ab  e  scrive- 
remo a  =  h. 

Restando  sottintesa  l'ipotesi  :r,  </,  sr  €  N  .  a:  >  </,  abbiamo 
che  sex  —  yhMn  multiplo  di  z,  allora  rest  [x,  z)=xiiBÌ{y,z): 
e  viceversa;  se  rest  (:r,  ^)  =  rest  (//,  e)  allora  x  -  ij  e  nn 
multiplo  di  z.  Sono  vere  cioè  le  due  prop. 

^  —  //  e  N^  .  3  .  rest  {x,  z)  =  rest  {y,  z) 
rest {x,  z)  =  rest {i/,z)  .Q  .  x —  tj  eì^z 

Possiamo  quindi  att'ermare  che  la  prop.  x~ijeìiz  è 
equivalente  alla  prop.  rest  (x,  z)  =  rest  (//,  z).  Rimettendo 
l'ipotesi  soppressa,  abbiamo  la  prop. 

a:,  «/,  2;  e  N  .  ;r  >  f/  :  0  :  a:  -  y  e  N^  .  =  .  rest:(ar,  z)  =  rest  (t/,  z) 

che  può  leggersi  "  Se  x,  y,  z  sono  numeri  e  xg  maggiore 
di  y,  allora  avremo  che;    dire  che  x~y  h  un   multiplo 
di  z  equivale  a  dire  che,  rest  (x,  z)  =  rest  (</,  z)  ^. 
Analogamente  abbiamo 

a?,  «/  6  N  :  0  :  a;  <  f/  .  =  .  quot  {x,  y)  =  0 


U     CI 


Se  X,  y  sono  numeri  interi,  allora;  dire  che  x  è  mi- 
nore di  y  equivale  a  dire  che  quot(a:,  y)  è  eguale  a  zero  „. 


#  * 


Se  con  D  far,  y)  indichiamo  la  frase  "  massimo  divisore 
di  a;  e  «/  „  possiamo,  mediante  tale  segno,  tradurre  in 
simboli  la  frase  "  x  è  primo  con  t/  ,.  È  infatti  noto  che 
se  X  è  primo  con  y  allora  D(a:,  i/)  =  l;  e  viceversa;  se 
D(a;,  y)  =  l,  allora  x  è  primo  con  y.  Le  due  prop.  "  xh 


Nozioni  generali 


primo  con  f/  „   "  D  (.r,  t/)  ==  1  „    sono  dunque  equivalenti 
e  possiamo  alla  prima  sostituire  la  seconda. 
La  prop.,  p.  e., 

a-,  2/  e  N  .  2^  e  N.r  .  ^  €  Ni/  .  1)  (.r,  t/)  =  1  :  3  :  ^  €  Nary 

si  può  leggere  "  Se  un  numero  z  è  multiplo  di  altri  due 
Xjy  e  questi  sono  primi  tra  loro  (D  (a:,  y/)=  1),  allora  z 
è  un  mùltiplo  del  prodotto  xy  „. 

ar,  f/,  2:  e  N  .  ary  e  N2; .  D  (a;,  2:)  =  1  :  0  :  ^  €  N^ 

Se  un  prodotto  è  multiplo  di  un  numero  z,  e  uno  dei 
fattori  è  primo  con  z,  allora,  l'altro  fattore  è  un  multiplo 
di  z  „. 

ar,  t/,  2r  €  N  .-.  0  .'.  D{x,z)  =  l.  D(yy,  ^)  =  1  :  ==  :  J){xy,  z)  =  1 

**  Dire  che  due  numeri  sono  primi  col  numero  z  equi- 
vale a  dire  che  il  loro  prodotto  è  primo  col  numero  z  „. 

In  questa  prop.  si  è  fatto  precedere  e  seguire  il  segno  0 
da  un  gruppo  di  tre  punti,  essendosi  adoperato  il  gruppo 
di  due  punti  per  separare  le  due  prop.  equivalenti,  dal 
segno  =. 

x,y,ze'N:<j:x,yeì<^z.  =  .J){x,y)eNz 

"  Dire  che  due  numeri  sono  multipli  di  un  numero  z, 
equivale  a  dire  che  il  massimo  divisore  di  questi  numeri 
è  un  multiplo  di  2;  „,  0  in  altri  termini  **  Se  un  numero 
ne  divide  altri  due  divide  il  loro  massimo  divisore  e  vi- 
ceversa „. 

Scrivendo  m  (x,  y)  al  posto  di  minimo  multiplo  di  x  e  y, 
abbiamo,  p.  e.,  le  prop. 

2/  e  N  .  a:  e  N«/  :  0  :  m  (a?,  y)  =  ar 

a-,  y  €  N  :  0  :  D  (a-,  v)  ^  1  .  =  .  m  (ar,  y)  =  ary 

a^,  y  €  N  .  0  .  a;?^  =  D  {xy)  X  m  {x,  y) 


I 
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Capitolo  I 


che  il  lettore  può  tradurre    nel    linguaggio  comune  per 
esercizio. 


* 


Scriveremo  il  segno  u  al  posto  della  parola  o. 

Se  a,  h  sono  prop.,  scrivendo  a  u  h,  affermiamo  che  è 
vera  una  almeno  delle  prop.  a,  6,  e  non  escludiamo  che 
possano  essere  vere  insieme. 

Per  l'affermazione  simultanea  di  a  q  h  abbiamo  fatto 
uso  del  segno  ah.  Si  scriverà  in  seguito  anche  a^h  e  il 
segno    n  si  leggerà  e. 

Volendo  tradurre  in  simboli  la  prop.  "  Se  il  prodotto 
di  due  numeri  è  nullo,  allora  uno  almeno  dei  fattori  e 
nullo  ^,  scriviamo 

e  leggiamo  "  Se  ic,  y  sono  numeri  reali  e  a://  =  0,  allora 
avremo  che  x  e  eguale  a  zero,  o  y  e  uguale  a  zero  ,,. 

ic,  1/  e  N  .  ^  €  Np  .  a:f/  €  N^  :  0  :  .r  e  N2; .  u  .  ?/  e  N^ 

"  Se  il  prodotto  dei  numeri  .r  e  //  è  multiplo  del  nu- 
mero primo  z,  allora,  0  a;  è  un  multiplo  di  2:  o  y  è  un 
multiplo  di  e  ,,  o  in  altri  termini  "  Se  un  numero  primo 
divide  un  prodotto,  divide  uno  almeno  dei  fattori  „. 

* 
*  * 

Scriveremo  il  segno  -  al  posto  della  parola  non.  Se  a 
e  una  prop.  con  -  a  indichiamo  la  sua  negazione.  Così 
per  -  (iP  €  N)  si  legge  '  non  è  vero  che  x   è   un  numero 

intero  „. 

In  luogo  del  segno  -  (a?  €  w),  se  u  è  una  classe,  scriviamo 

ic  -  e  w  e  leggiamo  "  x  non  è  un  w  „. 


Nozioni  generali 
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In  luogo  del  segno  -(«  =  />),  se  a,h  sono  prop.,  scri- 
viamo a  '  =  h    e  leggiamo  "  a  non  è  equivalente  a  &  „. 

Se  X,  y  sono  numeri  interi,  in  luogo  dei  segni  -  (x  =  y), 
-  (a?  >  !/).  '(x<.  y\  scriveremo  X'=y,  a?->y,  x-<iy 
e  leggeremo  "  x  non  è  eguale  ad  «/  „  ,  "a;  non  è  mag- 
giore di  </  „,  "a*  non  è  minore  di  y  „. 

a:,  //eN.a'-€Nj/:0:  rest  (ar,  y)  e  N 


ii    c< 


Se  X  non  è  un  multiplo  di  ?/,  allora  il  resto  di  x 
per  y  è  un  numero  „. 

a;  e  N.  «/  e  Np  .  a:  -  e  Nf/  :  0  :  D  (ar,  t/)  =  1 

"  Ogni  numero  primo,  e  primo  con  tutti   numeri  che 
non  sono  suoi  multipli  „. 

ar  e  N  .  1/  e  Np  .  a;  -  €  %  :  0  :  x'*'^  —  1  e  Ny 

Se  il  numero  x  non  è  un  multiplo  del  numero  primo 
y,  allora  x"^'^  —  1  è  un  multiplo  di  %j  „. 

^,  y  e  q  .'.  3  .".  a;  -  =  y  :  =  :  a?  >>  y  .  u .  r  <  f/ 
a?,  yeq.'.  0.*.  ar  =  y:  =  :a;->y.a;-<«/ 

Dire  che  a*  non  è  eguale  ad  y,  equivale  a  dire  che,  x 
è  maggiore  di  y,  0 ,  x  è  minore  di  y  „ ,  "  Dire  che  x  è 
eguale  ad  y,  equivale  a  dire  che,  x  non  e  maggiore  di  y 
e  x  non  è  minore  di  y  „. 


* 

*  * 


Dei  segni  che  abbiamo  finora  introdotti  parte,  come  i 
segni  N,  No,  R,  Q,  q,  Np,  quot,  rest,  D,  m,  appartengono 
insieme  ai  segni  +»  — ì  =>  >>  <  alla  matematica.  Gli 
altri  segni  € ,  o ,  =,  n ,  u ,  -,  appartengono  alla  logica. 
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Capitolo  I 


Per  mezzo  di  quest'ultimi  e  dei  segni  propri  di  una  de- 
terminata scienza,  possiamo  esprimere  tutte  le  proposi- 
zioni della  scienza  stessa.  In  ciò  che  precede  abbiamo 
dato  qualche  esempio  di  prop.  d'aritmetica  e  algebra, 
espresso  mediante  gli  indicati  segni  di  logica,  ma  non  ci 
siamo  occupati  delle  leggi  alle  quali  questi  segni  soddis- 
fano. Faremo  lo  studio  di  queste  leggi  nei  capitoli  se- 
guenti, adoperando  il  poco  materiale  introdotto  fin  qui 
per  portare  degli  esempi  che  aiutino  il  lettore  a  inten- 
dere i  concetti  astratti  della  logica. 


Capitolo  II. 


Il    IRaziocinio- 


§  1.  —  Le  proposizioni  primitive. 


Le  lettere  a,  h,  e, indicano  proposizioni   qualunque. 

Scriviamo  il  segno  3  al  posto  della  frase  si  deduce,  e 
scrivendo  «36  leggiamo  da  a  si  deduce  h.  Esprimiamo 
con  queste  parole  ciò  che  si  esprime  anche  con  le  frasi 
"  h  è  conseguenza  di  a  „,  "  se  a  è  vera  allora  anche  h  è 
vera  „. 

Indichiamo  con  ahc ...  l'afférmazione  simultanea  delle 
prop.  a,  è,  e, ... 

Il  segno  ab  si  legge  a  e  b,  o  anche,  è  vera  a  ed  è  vera  b. 

Scrivendo  abc  indichiamo  l'affermazione  simultanea  di 
ab  e  di  e,  scrivendo  a{bc)  indichiamo  l'affermazione  simul- 
tanea di  a  e  bc. 

Ammettiamo  che  a'jb  e  ab  sono  proposizioni. 

Si  hanno  le  proposizioni 

1 .  a  0  (e 

2.  a  3  aa 

3.  ab^a 

4.  ab  3  ba 

5.  abc  0  a{bc). 
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Capitolo  li 


Le  prop.  1  -  3  si  leggono  "  da  «  si  deduce  n  „,  "  da  a 
si  deduce  «  ed  «  „,  "  da  «  e  6  si  deduce  a  ^.  Esprimiamo 
così  che  si  passa  da  un  sistema  di  prop.  ad  un'altra  che 
ne  è  conseguenza,  repetendo  il  sistema  (prop.  1),  o  ripe- 
tendolo più  volte  (prop.  2)  0  sopprimendo  qualche  prop. 
del  sistema  (prop.  3). 

Le  prop.  4,  5  si  leggono  "  da  a  e  6  si  deduce  ft  ed  a  „ 
"  à^  ah  e  e  si  deduce  a  q  he  ^.  Esprimiamo  così  che  in 
un  sistema  di  due  prop.  si  può  cambiare  l'ordine,  e  in 
un  sistema  di  tre  prop.  si  può  cambiare  il  modo  d'ag- 
gruppamento. Proprietà,  che  sono,  come  vedremo,  conse- 
guenze di  queste  si  adoperano  p.  es.  in  algebra,  quando 
da  un  sistema  di  equazioni  passiamo  ad  un  sistema  equi- 
valente o  semplicemente  conseguenza  del  primo. 


* 

*  * 


\ 


Al  complesso  di  segni  «  o  è  daremo  il  nome  deduzione, 
e  diremo  che  a  è  il  primo  membro  o  Vipotesi,  e  6  il  se- 
condo membro  o  la  tesi  della  deduzione. 

All'affermazione  simultanea  (o  congiunzione)  abc ...  da- 
remo il  nome  prodotto  logico  e  diremo  che  «,  h,  e, ...  sono 
i  fattori  del  prodotto. 

Separeremo  i  fattori  di  un  prodotto  e  i  membri  di  una 
deduzione  con  un  punto  o  con  un  gruppo  di  due,  tre,... 
punti.  I  punti  fanno  ufficio  analogo  alle  parentesi. 

Scrivendo  p.  es.  a  .  6  o  e  indichiamo  il  prodotto  di  a 
per  è  Oc;  scrivendo  a  .  6  :  o  :  e  indichiamo  la  medesima 
cosa  indicata  dal  segno  ab  o  e.  Scrivendo  «  .  è  0  e  :  o  :  <? 
leggiamo  "  se  è  vera  a,  e  da  ò  si  deduce  e,  allora  si  de- 
duce d  „,  cioè  a.boch  l'ipotesi  e  ^  la  tesi  della  dedu- 
zione. 

Una  deduzione,  come  la  precedente,  può  contenere  due 


Il  Raziocinio 
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0  più  segni  0.  Quello  fra  i  segni  ^  che  separa  l'ipotesi 
dalla  tesi  sarà  preceduto  e  seguito,  o  solo  preceduto  o 
solo  seguito,  dal  gruppo  di  punti  che  contiene  il  massimo 
numero  di  punti.  Così  p.  es.,  col  complesso  di  segni, 

a  .h'.'^ic  :.d'^e::'^::f  •.'^•.g  .h 

indichiamo  la  deduzione  che  ha  per  ipotesi  il  prodotto 
della  prop.  ah  o  e,  per  la  prop.  d'^e,  e  per  tesi  la  prop. 

* 

Abbiamo  ancora  le  proposizioni 

6.  r/ .  o  3  Z)  :  y  :  />. 

7.  «  0  ^  .  3  .  ac  n  Z)c. 

8.  «oè.^3e:3:aoc 

9.  è  .  0  .  a  0  «&. 

La  prop.  6  si  legge  "  Se  è  vera  a,  e  da  a  si  deduce  b, 
allora  avremo  che  b  è  vera  „.  È  questa,  in  sostanza,  la 
traduzione  in  simboli,  di  uno  dei  modi  con  i  quali  si  è 
detto  che  si   può   leggere  il  segno  a  o  b. 

La  prop.  7  esprime  che  si  possono  moltiplicare  i  due 
membri  di  una  deduzione  per  una  stessa  proposizione. 

La  prop.  8  esprime  la  forma  di  ragionamento  nota  sotto 
il  nome  sillogismo.  Rappresenta  un  modo  di  eliminazione 
della  prop.  &,  nell'affermazione  simultanea  delle  deduzioni 
ao6,  &0C. 

La  prop.  9  si  legge  "  Se  i  e  vera,  allora,  da  a  si  de- 
duce aft  „. 

* 


<^« 


Le  prop.  1-9  ora  enunciate,  rappresentano  i  più  sem- 
plici metodi  di  dimostrazione  o  di  deduzione;  altri  me- 
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Capitolo  II 


todi,  che  stiidieremo  in  seguito,  possono  esser  ottenuti 
dai  precedenti. 

Le  prop.  6-9  rappresentano  modi  di  raziocinio  già 
più  importanti  di  quelli  espressi  dalle  prep.  1  -  5. 

Le  prop.  1-9  enunciate  non  possono  essere  dimostrate 
ricorrendo  a  concetti  più  semplici  di  quelli  espressi  dalle 
prop.  stesse.  Le  ammettiamo  come  vere  e  le  chiamiamo 
proposizion i  primitive. 

Nei  §§  seguenti  dedurremo  da  queste  prop.  (e  da  altre 
due  che  introduremo  nel  §  7),  dei  metodi  di  raziocinio 
che  ci  permettono  di  passare  rapidamente  da  una  prop. 
ad  un'altra. 

Scriveremo  i  segni  P,  Pp,  Hp,  Ts  un  luogo  delle  pa- 
role, proposizione,  proposizione  primifira,  ipotesi^  tesi. 


§  2.  —  Polisillogrismo. 


Se  A  è  una  prop.  formata  con  le  prop.  a,  &,  e,  ....,  col 
^ ,  ^^ ,  ^ ,  •••  j  A  indicheremo,  ciò  che  diviene  A  quando 
al  posto  della  prop.  a  si  pone  la  prop.  a,  al  posto  di  b, 
b',  al  posto  di  e,  e.  Così,  p.  e.,  il  segno  (^^)  Ppl  è  iden- 
tico al  segno  ab<jab,  che  si  ottiene  appunto  dalla  Ppl 
sostituendo  ad  a  l'afférmazione  simultanea  ab. 

Le  lettere  a,  b,  e  che  compariscono  nelle  Pp,  rappre- 
sentano prop.  qualunque,  quindi  sono  vere  le  prop.  che 
dalle  Pp  si  ottengono  sostituendo  ad  a,b,c  delle  prop. 
speciali. 


iV 


Il  Raziocinio 
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*  * 


1.  ba  3  ab 

2.  aa'ja 

3.  ab  .  ab'jc  :'^  :c 


©pp3 


Le  prop.  ora  scritte  si  ottengono  dalle  Pp  3,  6  facendo 
le  sostituzioni  che  sono  indicate  dal  complesso  di  segni 
posto  a  destra  di  ciascuna  prop. 

La  P 1  esprime  che  dall'affermazione  simultanea  di  ò  e 
a  si  duduce  l'affermazione  simultanea  di  a  e  b.  Esprime 
la  medesima  cosa  della  Pp4. 

La  P2  dice  che,  affermata  due  volte  una  prop.  si  può 
anche  affermarla  una  volta  sola.  Si  può  notare  che  la 
prop.  2  si  ottiene  dalla  Pp2  scambiando  in  questa  l'Hp 
con  la  Ts. 

La  P  3  si  legge  "  Se  è  vera  a,  ed  è  vera  b,  e  se  da  ab  si 
deduce  e,  allora  avremo  che  e  e  vera  „.  Questa  prop.  dif- 
ferisce poco  dalla  Pp6;  ci  dice  solo  che  la  a  della  Pp 6 
può  anche  essere  l'affermazione  simultanea  di  due  (o  anche 
più,  come  è  facile  dimostrare)  prop.  vere. 


* 


Sostituiamo  nella  Pp8,  ad  a,  b,  e,  rìspettivamente  le 
prop.  abf  ba,  b,  si  ottiene  la  prop. 

abQba  .ba[)b:'j:ab'jb, 
ovvero  facendo  uso  del  segno  di  sostituzione 

^^-  Pp1-(o;6)Pp3:D:«iOft 
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L'Hp  di  questa  prop.  è  il  prodotto  logico  di  due  prop. 
vere,  quindi  per  la  P3  anche  la  Ts  della  (1)  è  una  prop. 
vera.  Possiauio  dunque  affermare  la  prop.  ab  o  b,  che  è 
la  Ts  della  (1),  e  ritenere  la  prop.  (1)  come  la  dimostra- 
zione di  quCvSta  prop. 

Per  indicare  che  la  (1)  si  è  ottenuta  con  sostituzione 
nella  Pp8,  scriveremo 

(2)       (";*;  *;"•  *)  Pp8  .-.  0  .-.  Pp4  .  (*;  "^  Pp3  :  D  :  «*  0  6 

0  anche,  sopprimendo  il  primo  segno  di  sostituzione  che 
si  riduce  all'indicazione  di  un'operazione  materiale 


(3) 


Pp8  .-.  0  .-.  Pp4  .  Q'^  l)  Pp3  :  0  :  «6  0  6 


La  (2)  è  identica  alla  Pp  1  (a  0  a)  poiché  i  due  segni 
a  destra  e  a  sinistra  del  segno  .•.  o .'.  sono,  per  defini- 
zione, identici.  La  forma  (3)  deve  esser  considerata  come 
un'abbreviazione  della  forma  (2).  Le  forme  (2),  (3)  diffe- 
riscono dalla  (1)  solo  perchè  contengono  l'indicazione  di 
un'operazione  materiale  che  è  soppressa  nella  (1). 

Nelle  dimostrazioni  noi  faremo  uso  di  una  qualunque 
delle  tre  forme  ora  indicate,  forme  che  applichiamo  alle 
dimostrazioni  delle  seguenti  prop. 


*  * 


4. 
5. 


ab  0  b  [Pp8  .-.  0  .-.  Pp4  .  (^'^  ^)  Pp3  :  0  :  P4] 

a  3  6  .  a  :  0  :  6 

[Pp8.-.0.-.(''3*'«)Pp4.Pp6:o:P5] 


Il  Raziocinio 

(a).  a';^b.b'jc.c^d:'J:a'jc.c'Jd 
[Pp7  :  0  :  Pp8  .  0  .  (a)] 

I.     aQb.b'jc.c'jd'.'jia'Jd 
[(a) .  Pp8  :  0  :  PI] 

(P).  a^b  .h'jc  .Cjd  .dOeiO-.W^d  .dOi' 
[Pp7  :  0  :  PI .  0  .  (P)] 

li.    a'jb.b'jc.c'jd.d'Je:'j:a'[)e 
m  .  Pp8  :  D  :  PI,] 
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Le  dimostrazioni  sono  state  racchiuse  tra  parentesi 
quadre  [  ]  e  poste  a  destra  o  sotto  la  prop.  corrispon- 
dente. 

Per  le  PI,  li,  si  e  fatto  uso  della  forma  (1)  di  dimostra- 
zione precedentemente  indicata,  per  le  altre  della  forma 
(3).  Il  lettore  può  riconoscere  facilmente  quali  sono  le 
sostituzioni  fatte  nelle  Pp  8,  7. 

La  P4  differisce  dalla  Pp3  per  la  sola  tesi.  La  P4  e 
la  Pp3  ci  esprimono  che  "  dall'affermazione  simultanea 
di  due  prop.  si  può  dedurre  una  qualunque  delle  due 
prop.  „. 

La  P  5  si  è  ottenuta  dalla  Pp  6  invertendo  i  fattori 
dell'ipotesi  (il  che  può  farsi  per  la  Pp4)  e  applicando 
poi  il  sillogismo.  Si  è  cioè  per  mezzo  della  Pp4  ottenutala 
prop.  a'jb  .  aiQ  :  a  .  aQb;  presa  poi  questa  e  la  Pp6 
come  premesse  di  un  sillogismo,  si  è  ottenuta,  come  con- 
seguenza, la  P5. 

La  P(a)  si  è  ottenuta  dalla  Pp8  moltiplicando  i  suoi 
due  membri  (Pp7)  per  la  prop.  c^d.  La  PI  è  la  conse- 
guenza di  un  sillogismo  che  ha  più  premesse  (et)  e  la 
prop.  a'jc.cjdiOf^Ddj  (Pp 8).  Le  medesime  osserva-, 
zioni  valgono  per  le  prop.  (P),  I. 

BCBALt-FoKTI  2 
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* 
*  * 


La  PI  da  un  metodo  di  ragionamento  analogo  al  sil- 
logismo e  che  è  noto  sotto  il  nome  di  PoUsillogismo  o 
Sorite. 

Il  prodotto  logico  seguente  (in  generale  di  un  numero 
finito  di  fattori). 


(1) 


aO&.èOc.cO(^.c?Oe.eO/' 


si  chiama  catena  di  deduzioni.  I  fattori  della  catena  sono 
deduzioni  tali  che,  una  qualunque  di  esse,  l'ultima  esclusa, 
ha  per  Ts  l'Hp  della  seguente. 

La  PI  esprime  che  da  tma  catena  di  deduzioni  di  tre 
fattori  si  deduce  la  prop.  che  ha  per  Hp  e  Ts  gli  estremi 
della  catena.  La  PIi  esprime  la  medesima  cosa  per  una 
catena  di  quattro  deduzioni.  È  facile  comprendere  che  il 
polisillogismo  può  essere  dimostrato  vero  per  una  catena 
di  5,  6, ...  fattori. 

Per  semplicità  di  scrittura,  almeno  nelle  dimostrazioni 
in  simboli,  scriveremo  il  segno 

«  0  />  D  e  0  (^  0  ^  3  /• 

al  posto  del  prodotto  (1). 


*  * 


Con  i  numeri  Romani  I,  II,  ...  indicheremo  proposizioni, 
0  gruppi  di  proposizioni  che  esprimono  metodi  generali 
e  importanti  di  calcolo  logico;  per  le  altre  prop.  conti- 
nueremo la  numerazione  arabica  già  incominciata.  — 
Converremo  che  il  segno  I  indichi  il  Sillogismo  e  il  Po- 
lisillogismo. 


n  Raziocinio 
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§  3.  —  Altra  forma  dì  diiiiostrazìoae  simbolica. 


(a),  e  .  0  .  a  0  «e 

(3).  e  .  ac  3  èc  :  3  :  a  3  rtc .  «e  0  he 
è  (t).  c  .  ac  0  ftc  :  0  :  «  0  6c 
(b).  a  3  è  .  e  :  0  :  rtc  0  6c  .  e 
(€).  a  0  ^  .  e  :  3  :  e  .  ac  0  oc       [Pp8 
6.     aOò.c:3:a0  6c 


[Pp7  :  0  :  (a) .  3  .  (P)] 

m  .  Pp8  :  0  :  (T)] 

[Pp7  :  0  :  m 
0  .-.  (b) .  Pp4  :  0  :  (e)] 

[(e) .  (y)  :  D  :  P6] 


La  («)  si  ottiene  dalla  Pp9  cambiando  h  in  e. 

La  (P)  si  ottiene  da  (a)  moltiplicando  i  suoi  due  membri 
per  la  prop.  ac  0  he. 

Per  il  sillogismo  si  ottiene  la  prop.  a^ac  .  ac  0  &c  :  Q  : 
«Oftc;  presa  questa  e  la  (3)  come  premesse  di  un  sillo- 
gismo si  ottiene  (y). 
9  La  (b)  si  ottiene  dalla  Pp7  moltiplicando  per  e  i  suoi 
due  membri  ;  la  (e)  dalla  (b)  invertendo  i  fattori  della  Ts 
di  questa  (Pp4)  e  applicando  il  sillogismo. 

Infine  la  P6  è  la  conseguenza  del   sillogismo    che   ha 
per  premesse  le  prop.  (e),  (y). 


* 


La   P6   si   legge  "   se  da  a  si  deduce  ò  ed  è  vera  la 
prop.  e,  allora  da  a  si  deduce  ftc  „.  In  altri  termini 

Si   pnò   moltiplicare  la  tesi  di  una  deduzione  vera 
per  una  proposizione  vera. 

Questa  proprietà  ci  permette  di  scrivere  le  dimostra- 
zioni sotto  una  forma  semplicissima. 
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Proponiamoci  p,  e.  di  dimostrare  la  prop. 
(1)  a  0  6  .  6*  :  0  :  a  3  rft 

che  differisco  dalla  P6  solo  per   l'ordine  dei  fattori  h,  e 
nella  Ts. 

Scriveremo  la  dimostrazione  simbolica  sotto  la  forma 


^2) 


[Hp  .  P6  :  0  :  rt  0  6c  .  6c  3  c^; .  Pp8  :  o  :  Ts] 


e  leggiamo  "  I>^\Vipotesi  (della  (1),  sottinteso)  si  deduce 
che  da  a^^hc  e  hc^ch-,  da  questo  e  dalla  Pp8,  cioè  per 
il  sillogismo,  si  deduce  la  tesi  (della  (1),  sottinteso)  ^. 

Ecco  come  si  è  ottenuta  questa  forma. 

Per  mezzo  di  sostituzioni  nella  Pp6  si  ha 

(si  è  sostituito  ad  a,h,  le  prop.  a  0  fe  .  r,  «  0  &c)  ovvero 
sotto  forma  più  semplice 

Hp  .  P  6  :  0  :  r?  3  />c 

Moltiplicando  (P  6)  la  Ts  di  questa  per  la  prop.  vera 
he  0  eh,  si  ha  la  prop.  vera 

Hp  .  P6  :  0  :  rt  3  /;c  .  he  ^  eh 

La  Ts  di  questa  può  essere  ancora  moltiplicata  per  la 
Pp8  nella  quale  ad  a,  h,  e  si  sostituisce  a,  he,  eh,  e  si  ha 

(3)  Hp.P6  :  :  0  :  :  a  0  i>c  .  èr?  ^  co  .'.  rt  0  ?;c  .  èc  0  co  :  0  :  a  0  ce, 

e  sotto  forma  abbreviata,  come  in  (2),  sopprimendo  l'in- 
dicazione della  sostituzione, 


(3') 


Hp  .  P6  :  0  :  a  0  6c .  èc  0  cZ> .  Pp8 


9 

ì 
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Dalla  Pp6  abbiamo,  con  convenienti  sostituzioni, 
(4;  a'jbe.hc'jeh.'.aOhe.beochi'jia'jchi-.O'.iaoch 

Il  prodotto  logico  delle  (3),  (4)  per  le  convenzioni  fatte 
nel  §  precedente  e  indicato  dal  segno  (2). 

Ecco  ora  come  può  assumersi  il  segno  (2)  quale  dimo- 
strazione della  prop.  (1).  Per  quanto  si  è  detto,  il  segno  (2) 
è  il  prodotto  logico  delle  premesse  di  un  sillogismo  che 
ha  come  conseguenza  la  prop. 

(5)  Hp  .  P6  :  0  :  Ts 

Ora  dalla  Ppl  si  ha  che  Hp .  3 .  Hp  e  dalla  P6  che 

(6)  Hp  :  0  :  Hp  .  P6 

Prese  le  prop.  (6),  (5)  come  premesse  di  un  sillogismo 
si  ha  come  conseguenza  la  prop.  Hp  .  3 .  Ts ,  cioè  la 
prop.  (1). 

Nel  segno  (2)  quest'ultima  parte  della  dimostrazione 
resta  sottintesa. 

Ripetiamo  la  prop.  (1),  insieme  ad  altre  che  si  dimo- 
strano in  modo  analogo. 


*  * 


7.  wjh  .e:<j:aQeh 

[Hp  .  P6  :  0  :  rt  3  t>c  .  oc  0  rh  .  PI  :  3  :  Ts] 

8.  a<jh  .Q  .  ae  ^  eh 

[Hp  .  Pp7  :  0  :  ae  0  he  .  he  y  cft  .  PI  :  3  :  Ts] 

[Hp  .  P8  :  0  :  ca  0  «e  .  ac  0  c6  .  PI  :  3  :  Ts] 
10.     i  .  3  .  a  3  irt 

[Hp  .  Pp9  :  3  :  «  0  fl'/> .  aò  0  ftrt  .  PI  :  3  :  Ts] 
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12 
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11.     «Oè.^.aoaè 

[Hp  .  Pp7  :  0  :  «  3  «a  .  «a  0  a«> .  PI  :  3  :  Ts] 
a  3  è  .  a  3  r  :  3  :  a  3  èc 
[Hp:0:rtDa&.«oc-:3:rtQaò.rt&3è^;.Pl:r).Ts] 

[Hp  .  Pp4  :  3  :  {he) a  .  Pp5  :  ^  :b{ca) .  Pp4  :  'j  :  (ca)6. 
Pp5:0:6*(aè).Pp4:0:Ts] 

Nelle  dimostrazioni  al  posto  di  Pp8,  abbiamo  sempre 
messo  PI,  rappresentandoci  questa,  per  le  convenzioni 
fatte,  il  metodo  generale  di  ragionamento  polisillogismo, 
che  comprende  anche  il  sillogismo  (Pp8). 

Le  P8,  9  differiscono  dalla  Pp7  per  l'ordine  nel  quale 
sono  scritti  i  fattori  dei  prodotti  ac,  he.  La  P9,  p.  es.,  si 
ottiene  così  dalla  PS:  si  moltiplica  la  Ts  di  questa  (a  si- 
nistra, P7)  per  la  prop.  vera  ca^ac  e  si  ha  la  prop. 
«  D  ^'  :  D  :  m  D  ac  .  ac  0  eh;  da  questa  per  il  sillogismo  e  la 
P6  si  ha  la  P9.  La  forma  di  dimostrazione  ora  intro- 
dotta è  basata  sulla  P6;  nella  dimostrazione  della  P9  si 
è  presa  come  base  la  P7.  Lasciando  ancora  la  P6  si  for- 
merebbe una  catena  di  deduzioni  con  un  fattore  di  più,  e 
si  avrebbe 

[Hp  .  P8  :  3  :  ac  0  co  .  ca  0  ac  .  Pp4  :  o  : 
ca  0  ac  .  ac  0  ce  .  Pp8  :  3  :  Ts] 

La  PIO  è  la  Pp9  nella  quale  al  posto  di  ah  si  è  posto  ha. 

La  P12  esprime  che  "  ottenute  due  deduzioni  che  hanno 
la  medesima  Hp,  allora  si  può  affermare  la  deduzione 
che  ha  la  medesima  Hp  e  per  Ts  il  prodotto  delle  tesi 
delle  due  deduzioni  „.  Vedremo  in  seguito  che  questo  me- 
todo di  raziocinio  è  caso  particolare  di  un  altro.  Nella 
dimostrazione  della  P12  la  prima  deduzione  si  è  ottenuta 
moltiplicando  i  due  membri  della  Pll  per  a  o  r  •  la  se- 
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conda  moltiplicando  i  due  membri  della  prop.  a  o  e  .  3  . 
ah  0  he  (P8)  per  a  0  ah;  la  terza  come  quelle  delle  pre- 
cedenti dimostrazioni. 

Useremo  spesso  nel  §  seguente  la  forma  di  dimostra- 
zione adoperata  per  la  P12;  tale  forma  differisce  un  poco 
nelle  prime  deduzioni  dalle  forme  di  dimostrazione  delle 
precedenti  proposizioni,  mancando  le  indicazioni  dei  me- 
todi di  raziocinio  che  permettono  di  effettuare  le  succes- 
sive deduzioni.  Si  osservi  però  che  i  metodi  sottintesi 
sono  sempre  quelli  indicati  dalla  Pp7  e  dalle  P8,  9.  Il 
metodo  di  raziocinio  che  indicheremo  nel  §  6  ci  permet- 
terà di  rendere  materialmente  più  chiara  la  forma  della 
dimostrazione  simbolica. 

La  PI 3  è  la  Pp5  nelle  quali  si  è  cambiato  di  posto 
l'ipotesi  e  la  tesi. 


§  4.  —  Far  entrare  un  fattore  nell'ipotesi, 
o  uscire  un  fattore  dall'ipotesi. 


La  prop.  "  se  un  numero  divide  il  prodotto  di  altri 
due  ed  è  primo  con  uno  di  questi,  allora  divide  l'altro 
fattore  „,  può,  ricordando  quanto  si  è  detto  nel  Gap.  I, 
tradursi  in  simboli  in  uno  dei  due  modi  seguenti 

(1)  .r,  j^,  2;  e  N  .'.  3  .".  «/^^  e  Na* .  D  (ar,  i/)  =  1  :  o  :  2^  €  Na; 

(2)  a-,  j/,  e  e  N  :  1/2;  €  Na; .  D  (a-,  y)  =  1  .*.  Q  .".  2^  e  Nar 

La  (1)  si  legge  "  se  a:,  y,  z  sono  numeri  interi,  allora 
avremo  che;  se  il  prodotto  yz  è  multiplo  di  a:,  e  a;  è 
primo  con  y,  allora  z  è  multiplo  di  a;  „. 

La  (2)  si  legge  *'  se  x,  y^  z  sono  numeri  interi,  ^  yz  q 


f 


24 


Capitolo  II 


multiplo  ài  X  e  X  Q  primo  con  j/,  allora  avremo  che  z  è 
multiplo  di  T  „. 

Si  può  inditterentemente  passare  dall'uiici  all'altra  delle 
forme  (1),  (2). 

La  prop.  (1)  è  della  forma  a  .  o  .  6  o  ^  "  da  «  si  deduce 
che  da  h  si  deduce  e  ,  ;  la  (2)  è  della  forma  ab  o  e.  Quando 
dalla  forma  a.Q.b'jr  passiamo  alla  forma  ab^^c  diremo 
che  .9/  fa  entrare  un  fattore  nelVUp;  quando  dalla  forma 
ab  0  e  passiamo  alla  forma  a.'j.b.'jc  diremo  che  si  fa 
uscire  un  fattore  dairiip. 

Dimostreremo  che  sono  veri  i  due  principi  logici  se- 
guenti,  che  indicheremo  col  segno  li. 

Si  può  in  una  deduzione  far  entrare  un  fattore  nel- 
l'ipotesi. 

^  Si  può  in  una  deduzione  far  uscire  un  fattore   dal- 
Tipotesi. 


* 
*  * 


li.     a.'j.b^c-.rjiab^c 

[Hp  .  Pp7  :  :  0  :  :  ab  :  3  :  b^  r  .  b  .'.  bQc  .  b  :  o  :  e  .'. 
Pp8  :  :  3  :  :  Ts] 

III.   «^  D  e  :  0  :  a  .  0  .  ft  0  6- 

DivPpl::3::a.o,boab:ab'jc.r6:::)::a: 

0  '  f>  D  db  .  ab  'j  e  ,-.  b  -j  ab  .  ab  -j  e  :  Q  .  b  :)  e  .'.  PI 
:  :  0  :  :  Ts] 

Svilupperemo  in  parole  le  dimostrazioni  di  queste  due 
importanti  proposizioni. 

(II).  Moltiplicando  i  due  membri  dell'Hp  per  la  prop  b 
si  ha  (Pp7)  ^     ^' 

<f  'D-f^Dc.'.'j.'.abi'jib'jc.b 
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Moltiplicando  la  Ts  di  questa  per  la  prop.  vera  (P5. 
§  2),  b^c  .bi'jic,  si  ha 

(1)  a  .  >:)  .  b  'j  e  :  :  Q  :  :  ab  :  Q  :  b  >j  e  .  b  .'.  b  Q  e  .  b  :  >j  :  e 
Dal  sillogismo  abbiamo 

(2)  ab  :  ^  :  b  [;)  e  .  b  .'.  b  j  e  .  b  :  j  :  e  :  :  'j  :  :  ab  [)  e 

Prese  le  (1),  (2)  come  premesse  di  un  sillogismo  si  ha 
come  conseguenza  la  PII. 

(III).  Per  la  Ppl,  e  vera  la  prop.  aft  3  e  .  3  .  aZ>  q  e.  Mol- 
tiplicando (a  sinistra)  la  Ts  di  questa  per  la  prop.  vera 
a-D.boabiFìO.^  3),  si  ha 


(3) 


ab'jci'jiia  .'j  .b'[)ab:ab<jc 


Applicando  la  P6,  abbiamo 

a-0'boab:ab'jc::'j::a:'j:b>jab  .ab'je 

e  moltiplicando  la  Ts  di  questa  per  la  prop.  vera 
bOab.ab'jci'jib  jc,  abbiamo 

(4)      a  .  'j  .  b  <j  ab  :  ab  :j  e  :  :  <j  :  :  a  :  <j  :  b  '3  ab  .  ab  <J  e'. 

b'jab  .ab<jc  l'jibQc 

Per  il  sillogismo  abbiamo 


(5)        a  :  'j  :  b  'j  ab  .  ab  0  e  .'.  b  'j  ab  .  ab  'j  e  :  'j  :  b  ^ 

O'.'.a.'j.b'jc 


e 


Prese  le  (3),  (4),  (5)  come  premesse  di  un  polisillogismo 
si  ha  come  conseguenza  la  Pili. 
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§  5.  —  Equivalenza. 

Si  definisce  un  segno,  o  un  complesso  di  segni  x,  sta- 
bilendo sia  identico  ad  un  complesso  di  segni  a  avente 
significato  già  noto.  Es.  "  Triangolo  isoscele  „  significa 
^  Triangolo  che  ha  due  lati  eguali  ,  ;  "  Sfera  „  significa 
"  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  un  punto  dato  „;  "  Nu- 
mero primo  „,  significa  "  Numero  intero  maggiore  di  1 
non  decomponibile  in  un  prodotto  di  numeri  tutti  mae- 
gion  di  1  „. 

Volendo  indicare  che  il  segno  x  ha  il  medesimo  signi- 
ficato del  complesso  di  segni  a,  scriviamo 

X  =  Dof  a 

e  leggiamo  "  x  è  identico  ad  a  „,  oppure  "  x  ì^  uguale,  per 
definizione,  ad  a  „. 


* 

*  * 

Scriveremo  il  segno  a  =  h  al  posto  della  frase  "  La 
prop.  a  è  equiralente  alla  prop.  h  ,.  Definiremo  il  com- 
plesso dei  segni  a  =  b,  ponendo 

«  =  *  :  =  Def  :  a  0  ^» .  i  3  a 

Cioè,  la  frase  "  La  prop.  a  è  equivalente  alla  prop.  h  „ 
è  identica  alla  frase  "  Da  «  si  deduce  è  e  da  è  si  de" 
duce  a  „. 

La  prop.  Z)  0  a  si  chiama  Vinversa  della  prop.  «  o  ò.  Con 
la  def.  precedente  stabiliamo  dunque  di  dire  che  a  è  equi- 
valente a  è,  quando  è  vera  la  deduzione  a  o  6  e  la  sua 
inversa. 


1  due  segni  a  =  b,  a'jb .b'ja  essendo  identici  possono 
in  ogni  caso  esser  sostituiti  l'uno  all'altro. 

Chiameremo  equivalenza  il  complesso  di  segni  a  =  b,  e 
diremo  che  a  è  il  primo  e  i  il  secondo  membro  dell'equi- 
valenza. 

Per  il  segno  =  valgono  le  seguenti  proposizioni 


*  * 


14.  a  «=  ò  :  3  :  a  3  ?> .  6  3  a 

15.  a'^b  .b\)a:'^'.a  =  b 

16.  a^=  b  .^  .b  =  a 

17.  a  =  b  .'^.a'^b 

18.  a  =  b  .*^  .b'^a 

19.  a  =  Z»  :  =  :  a  0  i  .  i  3  rt 

20.  a  =  a 

21.  a  =  b:  =  :b  =  a 


(«  3 ''/ 3  ")  Ppl] 
[  .  ] 

[i'T,'TH 

[P14.P15:'J:P19J 

[Ppl:0:P20J 

[pi6.(f;«)pi6:0:P2l) 

(a).     a  =  b  .b  =  c  -.'jia'jc 

[Hp  l'j  :a'jb.b  =  e  :<j:  a 'jb  .b<jc  .Fli'j:  Ts] 

(P).     rt  =  Z>.6  =  t':0:cOa 

[Hp  :'J  :b  =  c  .  a  =  b:'j:c<jb  .a  =  b  :  0'  ^D^  • 
è  3  a  .  PI  :  0  :  Ts] 

22.  a  ==  ?> .  ft  =  e  :  0  :  a  =  e  [(a) .  (P)  :  3  :  P  22] 

22'.    a  =  b.b  =  c.c  =  d:'j:a  =  d 

[Hp  :  0  :  a  =  (T .  e  =  rf  .  P22  :  0  :  Ts] 

23.  a.o.boc:  =  :ab3c  [Pn.3.P23] 
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Le  P14, 15  si  ottengono  dalla  Ppl  sostituendo  ad  a  la 
prop.  rt  3  è  .  6  3  a,  e  nella  prop.  ottenuta  mettendo  al  posto 
dell'Hp  0  al  posto  della  Ts  il  segno  a  =  6. 

La  P16  esprime  che  "  se  a  è  equivalente  a  h,  allora 
anche  h  è  equivalente  ad  a  „.  Esprimiamo  ciò  nel  lin- 
guaggio comune  dicendo  '^  a  e  b  sono  equivalenti  „,  o 
anche  dicendo  che  la  relazione  espressa  dal  segno  =  è 
simmetrica. 

Le  P17,  18  esprimono  che  dall'aifermazione  "  a  è  equi- 
valente a  è  „ ,  si  può  dedurre  che  "  da  «  si  deduce  h  „ 
e  che  "  da  ò  si  deduce  a  ^. 

La  P20  esprime  che  "  Ogni  prop.  è  equivalente  a  se 
stessa  „.  Questo  è  il  principio  d'identità.  La  P21  esprime 
che  la  prop.  a  =  b  e  equivalente  alla  prop.  b  =  a.  Le 
P22,  23'  rappresentano  un  procedimento  di  eliminazione 
analogo  al  Sillogismo  e  Polisillogismo. 

La  P23  esprime  che  sono  equivalenti  le  prop.  che  si 
ottengono  l'una  dall'altra,  facendo  entrare  un  fattore  nel- 
l'Hp  o  facendo  uscire  un  fattore  dall'Hp. 


* 

*  * 


(1) 
(2) 


Sappiamo,  p.  e.,  che  sono  vere  le  prop. 

X,  ìj  €N  .J)  {x,  i/)  =  ì  :  0  :  ra  {x,  ì/)  =  xy 
a;,  2/  e  N  .  m  (.r,  y)  =  xy:'j:T)  {x,  t/)  =  1 

Facendo  nelle  (1),  (2),  uscire  un  fattore  dall'Hp  si  ha 


(1)'  a:,  y  6  N  :  0  :  D  (ic,  ^)  =  1  .  0  .  m  (ar,  </)  =  art/ 

(2)'  a;,  //  e  N  :  0  :  m  (a:,  y)  =  a:«/ .  0  .  D  (ar,  !/)  =  1 

L'affermazione  simultanea  delle  (1)',  (2)',  dà,  per  la  P 12 

a:,</€N.*.  0.-. 

D  (^,  «/)  =  1  .  0  .  m  f.T,  i')  =  r;/  :  m  {x, -)  -=  xy .  0  •  ^^C-^»  «/)  =  1 


La  Ts  di  questa  e  il  prodotto  di  una  deduzione  per  la 
sua  inversa,  quindi  per  la  def.  del  segno  = 

rr,  y  €  N  .-.  3  .'.  D  (ar,  //)  =  1  .  =  .  m  (x,  y)  =  xy 

"  Dire  che  il  massimo  divisore  di  due  numeri  è  eguale 
ad  1,  equivale  a  dire  che  il  loro  massimo  multiplo  è 
eguale  al  loro  prodotto  „. 


* 

*  * 

In  luogo  del  prodotto  logico 
(1>  a  =  b.b  =  c  .c  =  d.d  =  e.e  =  f 

scriveremo  il  segno 
(1)'  a  =  b  =  c  =  d  =  e  =  f. 

La  (1)  e  la  (1)'  si  chiama  catena  di  equivalenze. 

Le  P22,  23  esprimono  che  "  Conseguenza  di  una  catena 
di  equivalenze  è  l'equivalenza  che  ha  per  membri  gli 
estremi  della  catena  ^. 

Della  catena  di  equivalenze  si  fa  uso,  p.  es.,  in  algebra 
quando  si  trasforma  un  sistema  di  equazioni  in  un  altro 
equivalente,  e  quello  ottenuto  in  un  altro,  sino  ad  otte- 
nere le  radici  dell'equazione. 

Supposto  che  si  faccia  uso  dei  soli  numeri  reali  2^osi- 
tivi,  abbiamo  per  il  sistema  di  equazioni 

x^-i-xy^Q     ;     ì/  +  ar«/  =  3 

la  catena  di  equivalenze 

.r2-f  rf/  =  6.f/24-:r//=3:=:a^-f  2a:«/  +  t/2  =  9.ar2— f/2=3 

:  =^  ir  +  t'  =  3  .  (.r -j-  *•)  {x  —  //)  =  3  : 
=  :  a-  -j  f/  =  3  .  a-  —  r/  =  1  :  =  :  a;  =  2  .  y=  1 


tWWj^  ailyl^IMljpll 
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Conclusione  della  catena  è  la  prop. 
a:,j/eQ/.0.-.a;2  +  a;t/  =  6.t/  +  a-y=-3:  =  :j:  =  2.t/  =  l 

che  si  legge  :  "  Se  x,  y  sono  numeri  reali  positivi,  allora 
il  sistema  di  equazioni  x^  +  xy  ==  6,  j/^  +  xy  =  3  è  equi- 
valente al  sistema  di  equazioni  a;  =  2,  «/  =  1  «,  o  in  altri 
termini  "  le  coppie  di  numeri  reali  positivi  x  q  y  tali 
che  ^^  +  art/  =  6  e  «/*  +  rct/  =  3,  sono  anche  tali  che  a?  =  2 
e  t/  =  1,  e  viceversa  „. 


*  * 


Dai  metodi  di  calcolo  logico  esposti  sin  qui  possiamo 
dedurre  il  seguente  metodo,  generale,  che  e  molto  im- 
portante. 

Se  in  una  prop.  A  sostituiamo  alle  prop.  a,  h,  e,  ... 
che  la  formano,  le  proposizioni  n\  h\  c\  ...,  rispetti- 
vamente equivalenti  alle  proposizioni  «,  6,  e,  ... ,  otte- 
niamo una  proposizione  equivalente  ad  A. 

Supposto,  p.  es.,  che  la  sostituzione  si  faccia  nelle  tre 
lettere  a,h,c  che  compariscono  nella  prop.  A,  quanto 
abbiamo  detto  sopra  può  esser  tradotto  così  in  simboli. 


ITI. 


«'  =  «.. '  =  ^.e'^.:0:(^;^f)A  =  A 


Le  prop.  che  conosciamo  sinora  (e  del  resto  anche  le 
altre,  come  vedremo)  hanno  una  delle  tre  forme  oò,  a  0  &, 
a  =  h.  La  Pili  sarà  dunque  dimostrata  vera,  quando 
avremo  provato  che  essa  è  vera  per  prop.  delle  forme  ora 
indicate.  Ciò  facciamo  con  le  formali  seguenti 


* 


24.     a  =  a  .  13  .  ^'ò  =  ah 

\y^V '-"ò'-i^p  a.  a^  d  \^'.àh^  ah.  a^d  '.*:)'. 
ah  0  «è  .  «6  0  a'è  :  Q  :  Ts] 

=  i  .  0  .  aò'  =  «^ 

=  a  .  è'  =  ò  :  3  :  àV  =  ab 

[Hp  :  0  :  db'  =  ab'  .b'  =  b:0:  db'=ab'.ab'=  ab  . 
P22  :  0  :  Ts] 

=  a.dob:[):aOb 

[Hp  :  0  :  a  0  a  .  a'  3  è  .  PI  :  0  :  Ts] 

=  (i:D-aDb.o.aOb  [(a)' .  PII  :  3  :  (a)] 

=  a.a'jb:'j:dob  ' 

[Hp  :  D  :  a'  0  a  .  a  0  ft  .  PI  :  rj  :  Ts]  ^ 

=  «  :  0  :  a  0  6  .  D  .  «'  0  6  [(P)' .  PH  ..  3  ;  (p)j       . 

=  «  :  D  :  a'  0  6  .  =  .  «  0  6  [(a) .  (3)  :  3  :  P27] 

[Hp  .-.  0  .-.  rt'  0  è' .  =  .  «  0  6'  :  è'  =  è  .-.  0  .-.  rt  0  è' . 
=  .  «  0  ^'  :  «  0  ft' .  =  .  «  3  ^  .  P22  :  0  :  Ts] 

=  6:3:a  =  è'.  =  .a  =  6 

=  a.b'  =  b:':):d  =  h'  .  =  .a  =  h 


25.  b' 

26.  d 


(a)',  d  = 

(a),  d 

m.  d 

(3).  d 

27.  a 

28.  b' 

29.  «' 


30.  d 

31.  è' 

32.  a 


Le  P24,  25,  26  dimostrano  in  tutti  i  casi  possibili  la  Pili 
quando  A  è  della  forma  ah.  Si  può  notare  che  le  P24,  25 
possono  esser  considerate  come  conseguenze  della  P26  e 
del  principio  d'identità  «  =  «.  Le  P27-32  dimostrano  la 
PITI  quando  A  è  della  forma  «  3  è  e  a  =  h.  Nelle  P 30-32 
non  sono  state  scritte  le  dimostrazioni  perchè  analoghe 


"Hi. 
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alle  dimostrazioni  delle  P 27-29.  Le  prop.  (a),  (a),  (3)',  0) 
servono  per  dimostrare  la  P27;  la  (a)'  si  ottiene  moltipli- 
cando per  a  0  è  i  due  membri  della  P 18  e  'applicando  poi 
il  sillogismo;  la  (a)  si  ottiene  da  (a)'  facendo  uscire  un  fat- 
tore dall'Hp. 

Applicheremo   in   seguito  questo    importante    metodo 
della  sostituzione  di  prop.  equivalenti. 


* 


Conseguenza  importante    del    metodo  di  raziocinio  ITI 
e  della  Pp6  è  il  seguente  : 

Se  una  proposizione  è  vera,  allora  è  vera  qualunque 
proposizione  ad  essa  equivalente. 

In  simboli  ciò  è  espresso  dalla  formula, 

32'.  a  .  a  =b  :  0  :  6 

[Hp  :  :  0  :  :  a  .  a  0  b  :.  a  .  a  0  b  IO  :  b  .-.  PI  :  :  0  :  iTs] 

La  P32'  si  legge  "  Se  a  è  vera  e  a  h  equivalente  a  è, 
allora  avremo  che  b  e  vera  „.  La  dimostrazione  è  la  se- 
guente: Moltiplicando  i  due  membri  della  prop.  a  =  6 
.  0  .  a  3  è  per  a  abbiamo 

a  .  rt  =  Z>  :  0  :  a  .  a  3  6  ; 

moltiplicando  la  Ts  di  questa  per  la  Pp6  e  applicando 
il  sillogismo  si  ottiene  la  P32'. 

Si  può  osservare  che  facendo  entrare  il  fattore  a  nel- 
r  Hp  della  prop.  a  =  è  .  o  .  a  0  ft  si  ha  la  prop.  a  =  b.a 
lOib  dalla  quale  si  ottiene  la  P 32' invertendo  i  fattori 
dell'ipotesi  (Pp4,  PI). 
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§  6.  —  Prodotto  per  una  proposizione  vera. 

Moltiplicando  una  qualunque  delle  proposizioni  a 
che  formano  una  proposizione  A  per  una  proposizione 
vera  6,  si  ottiene  una  proposizione  equivalente  ad  A. 

In  simboli  esprimiamo  ciò  scrivendo 


IV. 


*.D.(f)A  =  A 


che  si  legge  "  Se  6  è  vera,  allora  avremo  che, „. 

In  virtù  del  metodo  precedente  della  sostituzione  la 
prop.  IV  sarà  vera  se  riusciremo  a  provare  che,  nell'ipotesi 
fatta,  le  prop.  a,  ab  sono  equivalenti.  Tale  proprietà  e  vera 
e  si  ha 


33.     b .  Q  .  a  =  ab 


[Hp  IO  '  aQ  ab.  ab  <j  a  :<j:Ts] 


La  P33  si  ottiene  moltiplicando  la  Ts  della  Pp9  per 
la  Pp4. 


* 
*  * 


Il  metodo  di  ragionamento  espresso  dalla  P6  "  Si  può 
moltiplicare  la  Ts  di  una  deduzione  per  una  prop.  vera  „, 
risulta,  da  quanto  si  è  detto,  che  è  caso  particolare  della 
combinazione  dei  metodi  III,  IV. 

Possiamo  applicare  il  metodo  IV  alle  dimostrazioni  in 
simboli,  convenendo  che  le  indicazioni  P...  poste  dopo  il 
segno  Hp,  o  alla  fine  di  una  deduzione  vera,  servano  per 
indicare  quale  metodo  si  applica  per  dedurre  dall'Hp,  e 
per  dedurre  ancora  dopo  la  deduzione,  ecc.. 

BoBALI-FoBtl  a 
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Così,  p.  es.,  la  dimostrazione  della  P12  può  esser  fatta, 
in  simboli,  sotto  la  forma  seguente 

(1)         [Hp  .  P 10  .  Pp7  :  3  :  «  0  «6  .  a  0  e  .  P8  .  P9  :  0  : 

a'jab  .ab  "jòc  .PI: 'j:  Ts] 

Il  primo  segno,  PIO.  Pp7  indica  che  si  passa  dalla  Hp 
alla  prop.  a  Q  a/> .  a  o  e  applicando  la  PIO  e  la  Pp7;  cosa 
analoga  indica  il  secondo  segno,  P8.  P9,  Il  prodotto  lo- 
gico (1)  e  equivalente  al  prodotto  logico  scritto  alla 
destra  della  P12,  e  di  più  indica  con  precisione  quali  sono 
le  prop.  che  devono  essere  applicate  per  fare  le  successive 
deduzioni. 


§  7.  —  La  uegazioue. 

Scriveremo  il  segno  -  al  posto  della  })arola  non. 

Essendo  a  una  prop.  con  a  indichiamo  la  negazione 
di  a. 

Alle  tiove  proposizioni  primitive  già  enunciate  nel  §  1 
e  che  esprimono  le  proprietà  della  deduzione  e  del  pro- 
dotto logico,  uniamo  le  due  seguenti  che  esprimono  pro- 
prietà del  segno  -,  e  che  non  sono  conseguenze  delle 
prop.  precedenti. 

PplO.     -{-a)  =  a 
Ppll.     a'jb.'j  .-b'^-  a. 

La  PplO  esprime  che  la  negazione  della  negazione  di 
una  prop.  è  equivalente  alla  prop.  stessa.  Ciò  corrisponde 
alla  frase  comune  "  due  negazioni  affermano  „. 

La  prop.  -  a  3  -  ò  si   chiama  la  contraria   della   prop. 


Il  Raziocinio 


35 


La  prop.  -  6  0  -  a  è   dunque    la   contraria  dell'inversa 
(^D«),  della  prop.  «oZ».  La  Ppll  esprime  che:  si  può  di 
ogni  deduzione  formare  la  contraria  dell'inversa 


*  * 


^  Per  mezzo   della   Ppll    possiamo,   p.  es.,  dalla   prop. 

Ogni  numero  primo  è  primo  con  tutti  i  numeri  che 
non  sono  suoi  multipli  „  passare  alla  prop.  "  Se  un  nu- 
mero primo  non  è  primo  con  un  numero,  allora  questo 
e  un  multiplo  del  numero  primo  „. 

In  simboli  le  due  prop.  ora  enunciate  divengono 


(1) 
(2) 


a-  €  Np  .  y  e  N  .  y  -  €  Na:  :  3  :  D  (.r ,  t/)  =  1 
ar  €  Np  .  j/ €  N  .  D  (rr ,  y )  -  =  1  :  3  :  j.  €  Nar 


Facendo  nella  (1)  uscire  dall'Hp  il  fattore  r  €  Np  .  y  €  N, 
abbiamo  la  prop. 


(3) 


r  e  Np  .  f,'  e  N  :  0  : 2/  -  €  Nar .  0  .  D  (a-,  1/)  =  1 


Osservando  che  per  la  PplO  e  per  le  convenzioni  fatte 
nel  Capo  I  la  prop.  -  (y  -  €  N;r)  è  equivalente  alla  prop. 
J/eNa:,  abbiamo  per  la  Ppll  che 

(4)   l/-€Na:.3.D(;r,j/)  =  l:o:D(a-,t/)-  =  1.3.yeNa: 

Prendendo  le  (3),  (4)  come   premesse  di  un  sillogismo 
si  ha  come  conseguenza  la  prop. 

areNp  .  t/ eN  :  0  :  D(a:,  j/)  -  =  1  .  3  .2^€  Na; 

^  Facendo  in  questa  entrare  il  fattore  a;  €  Np  .  y  e  N  nel- 
l'Hp.  si  ottiene  la  prop.  (2). 


/ 
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Scriveremo  a^b  a\  posto  della  negazione  del  prodotto 
logico  della  negazione  di  a  per  la  negazione  di  b.  Il 
seo"no  ^,  si  legge  o,  ovvero.  La  prop.  a^-tb  chiamasi  la 
somma  logica  di  a  con  b,  o  Vaffermazione  disgiunta  di  a  e  b. 
Le  prop.  a,  6  si  chiamano  i  termini  della  somma  a^ò. 
Per  i  segni  a^b^c,  a^b^c^d, valgono  le  osserva- 
zioni già  fatte  per  il  prodotto. 

Scriveremo  a  -  =  Z*  al  posto  della  negazione  della  prop. 
a  =  ft  cioè  al  posto  di  -  (a  =  b).  Il  segno  -  =  si  legge  non 
è  equivalente,  o  anche,  è  non  equivalente. 

11  complesso  di  segni  -  a  lo  riteniamo  indecomponibile; 
così,  p.  es.,  scrivendo  -  a  o  &  leggiamo  "  da  non  a  si  de- 
duce b  „  e  non  si  intende  indicare  la  negazione  della 
prop.  a  0  ft  ;  per  indicare  ciò  scriviamo  -  (o  0  b).  Analoga- 
mente a-b  indica  il  prodotto  di  a  per  -  è,  e  -  «  -  6  il 
prodotto  di  -  a  per  -  b. 

33.  a^b  =  -{-a'b)  (Def) 

34.  a-  =  b:==:-{a  =  b)  (Def) 

(a),     -bo-a.o  -aOb 

[Hp.Ppll:3:-(-«)D-(-?').PplO.PITI:D:Ts] 

35.  aob.^.'bo-a  [Ppll  .  (a)  :  0  :  P35] 

36.  a  =  ò  .  =  .  -  rt  =  -  è 
[rt  =  /;:  =  :aofe.èoa.PIII.P35:  =  :-&0-a. 

-  a  'j  '  b  :  =--  :  -  b=  '  a  :  =  :  '  a  =  '  b] 

37.  -{ab)  =  -ayj'b 
li'a'b)^^^  '  ^'P^^  .  Pin  :  0  :  P37] 

38.  .(ar.b)  =  'a'b  [P83  .  PplO  .  P36  :  0  :  P38] 
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Le  P33,  34  danno,  in  simboli,  le  definizioni  dei  segni 
aub,  a-  =  b,  che  erano  già  state  indicate  in  parole. 
La  P35  esprime  che 

Ogni  deduzione  è   equivalente   alla   contraria   della 
sua  inversa. 

La  P36  esprime  che 

Se   due  prop.   sono  equivalenti ,    sono    equivalenti 
anche  le  loro  negazioni. 

La  P37  esprime  che 

La  negazione  di  un  prodotto  è  equivalente  alla  somma 
delle  negazioni  dei  fattori. 

La  P38  esprime  che 

La  negazione  di  una  somma  è  equivalente  al  pro- 
dotto delle  negazioni  dei  termini. 

Il  complesso  di  proprietà  indicate  da  PplO,  P35,  36, 
37,  38  lo  indicheremo  col  segno  V. 

* 

La  dimostrazione  della  P36  comparisce  sotto  la  forma 
di  una  catena  di  equivalenze  che  ha  per  estremi  i  membri 
della  equivalenza  che  si  vuol  dimostrare,  e  si  legge  "  La 
prop.  ab  è  equivalente  ad  a  3  è  .  ft  3  a;  questa  per  il  prin- 
cipio di  sostituzione  (Pili)  e  per  la  P  35  è  equivalente  a 
-&3-a.-a0-è;   questa  (per  def.)  è   equivalente „. 


* 


Proponiamoci  di  dimostrare  applicando  i  metodi  pre- 
cedenti che  *  Se  il  prodotto  di  due  numeri  reali  è  zero, 
allora  è  zero  almeno  uno  dei  fattori  ,. 
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(1) 


a?,  f/€q.ary  =  0:O:a:  =  0.u.y  =  0 


Dalla  teoria  dei  numeri  reali  si  deduce  facilmente  la 
prop. 

a-,  j/  €  q  :  a?  -  =  0  .  «/  -  =  0  .*.  0  .*.  a-j/  -  =  0 

Facendo  uscire  dall'ipotesi  il  fattore  3r-=0.f/-  =  0, 
si  ha 

^,  y  €  q  .'•  0  .*.  5r  -  =  0 .  «/  -  =  0  :  0  :  ary  -  =  0 
Sostituendo  alla  Ts  la  contraria  dell'inversa  si  ha 
a-,  !/  €  q  .'.  3  .-.  -  (art/  -  =  0)  :  0  :  -  (a:  -  =  0  .  y  -  =  0) 
Ovvero  per  le  P34,  37  e  Pp  10 
(2)  a?,  ?/  €  q  .-.  0  .-.  ary  =  0  :  0  :  a;  =  0  .  u .  1/  =-.  0 


Facendo  entrare  il  fattore  a-t/  =  0  nell'Hp  si  ha  la  prop. 
(1),  che  si  voleva  dimostrare. 

Dalla  definizione  dello  zero  si  ha  facilmente  che 

^.  y  €  q  .'.  Q  .*.  a-  =  0  .  u  .  ^  =  0  :  0  :  arf/  =  0 

Da  questa,  dalla  (2),  dalla  P12  e  dalla  definizione  del 
segno  ^^  si  ha 


(3) 


^>  !/  €  q  .".  0  .*.  art/  =  0  :  =  :  r  =  0  .  u .  j/  =  0 


Se  a?,  //  sono  numeri  reali  avremo  che  :  dire  che  a-y  =  0 
equivale  a  dire  che  jp  =  0,  o  f/  =  0  ,, . 

Facendo  uso,  per  la  Ts  della  (3),  delle  P  III,  34  abbiamo 

^j  y  €  q  •'•  0  •*•  ^!/  -  =  0  :  =  :  a;  -  ==  0  .  «/  -  =  0 
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VI 


§8.  —  Prodotto  e  somma  membro  a  membro 

del]e  deduzioni. 


39.     a  3  6  .  e  0  <;  :  0  :  ac  3  ^>rf 

[Hp  .  Pp7  :  0  :  ac  3  èc  .  e  0  r?  .  P9  :  3  :  ac  3  èc  . 
6c  0  è(i  .  PI  :  3  :  Ts] 

39'.    a'i^h.c'^d'.'^-.a^c'^h^d 

[P39.-.o.-.-&o-a.-rfO-e:o: 
-è-c;o.a.c.PV.'.  =  .-.P39'J 

Diremo  che  la  deduzione  ac  o  hd  si  è  ottenuta  moltipli- 
cando membro  a  membro  la  deduzione  a'^b  per  la  dedu- 
zione e  0  e?,  e  che  la  deduzione  auc^bud  si  è  ottenuta 
sommando  membro  a  membro,  le  medesime  deduzioni. 

Le  P  39,  39'  esprimono  che 


Si  possono  moltiplicare 
membro  a  membro  due  (o 
piti)  dednzioni. 


Si  possono  sommare 
membro  a  membro  due  (o 
più)  deduzioni. 


Indicheremo  i  due  metodi  di  calcolo  logico  ora  indicati 
col  segno  VI. 


* 
*  * 


La  P39  contiene  come  caso  particolare  la  Pp7.  Posto 
infatti  e  in  luogo  di  d  nella  P39,  si  ha  a  0  è  .  e  o  ^  :  3  : 
ac 0  bc;  ma  la  prop.  cQc  e  vera,  (Ppl),  e  quindi,  (PIV), 
aOè.cOc  =  ao6;  facendo  la  sostituzione  si  ha  a  0 è .  3  . 
ac  0  bc  che  è  la  Pp7. 
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Se  nella  P39  poniamo  al  posto  di  a,  h,  e,  d  le  prop. 
-  a,  -  è,  -  e,  '  d^  si  ha  la  prop. 

Trasformando  questa  col  metodo  V,  si  ha 
(1)  '^O^.c^OcrOièuf^^auc 

che  differisce  dalla  P39'  solo  per  lo  scambio  delle  lettere 
«,  hy  e,  d  con  le  lettere  6,  a,  e?,  e.  La  (1)  è  identica  alla  39' 
e  la  chiameremo  duale  della  P39. 

In  generale  la  duale  di  una  prop.  A  si  ottiene  sosti- 
tuendo alle  prop.  a,  b,  e, ...  che  la  formano,  le  prop.  -  a, 
'b,  -e, ...  e  si  trasforma  la  prop.  ottenuta  col  metodo  V 
sino  a  che  sieno  spariti  i  segni  -  dinanzi   alle  a,  b,  e... 

Così,  p.  e.,  la  P  26,  §  5 

a  =  a  .b'  =  b:'j:  ab'  =  ab 
per  la  sostituzione  diviene 

-a  =  -  a  .  '  b'  =  '  bi'j-.^a  '  b'  ^'  a-b 
e  trasformata  diviene 

a  =a  .b'  =  b:^:a  u  b'  =  a^b 

che  prova  essere  vero  anche  per  la  somma  logica  il  prin- 
cipio della  sostituzione  di  prop.  equivalenti;  il  che   c'è 
appena  bisogno  di  indicare   essendo  la  somma  definita 
come  prodotto  di  due  prop. 
La  duale  della  prop.  (II) 

rt.O./>0<?:D:fr&Oc 


è  data  dalla  prop. 

che  si  legge  "  Se,  dal  non  esser  vero  che  da  e  si  deduce 
b,  si  deduce  a;  allora  avremo  che  da  e  si  deduce  a  ob  y,. 

§  9.  _  Composizione  e  scomposizione. 


(a),     a  0  6c  .  0  .  a  0  6 

[Hp.Ppl.PIV:o:aO&c.&cOÒ.Pp8:D:Ts] 

(3).     a  0  &c  .  0  .  a  0  e 

(t).     aohciO'ciOb.a'jc    [(a) .  (3) .  P12  :  0  :  P  (y)] 
^40.     aob.aOc:  =  :aObc  [P12  .  (t)  :  0  :  P40] 

(   40'.    aOc.bOc:  =  :a<jb'[)c 

[P40  .*.  0  .'.  -  e  0  -  a  .  -  e  0  -  è  :  =  : 
-co- a -6.PV  .•.  =  .'.  P40'] 


VII 


La  P40  contiene  la  PI 2  come  caso  particolare. 
Le  P40,  40'  esprimono  che 


n  prodotto  logico  di  due 
(o  più)  deduzioni  aventi 
la  medesima  Hp,  è  equiva- 
lente alla  deduzione  che 
ha  la  stessa  Hp  e  per  Ts 
il  prodotto  delle  tesi  delle 
deduzioni  date. 


Il  prodotto  logico  di  due 
(0  più)  deduzioni  aventi 
la  medesima  Ts,  è  equiva- 
lente alla  deduzione  che 
ha  la  stessa  Ts  e  per  Hp 
la  somma  delle  ipotesi 
delle  deduzioni  date. 


Quando  dalla  forma  «oè.aOc  o  a'jcb'jc  si  passa 
alla  forma  Wjbc,  o  a^b^c  diremo  che  si  compongono  le 


"'.  --«./   :  %/■  ^i 
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deduzioni.  Quando  si  fa  il  passaggio  inverso  diremo  che 
si  scompongono  le  deduzioni. 

Indicheremo  col  segno  VII  il  metodo  di  calcolo  logico 
espresso  dalle  P40,  40'. 


Dimostrate,  p.  e.,  le  prop. 


(1) 
(2) 


x,i/€'N.x  =  f/:'j:X'<i/ 


si  ha,  per  la  P40,  la  prop. 


(3) 


X,  1/  €  ì^  .  X  =  tj  :  'j  :  X  -  ^  1/  .  X  '  <Z  V 


Viceversa,  data  la  (3)  si  possono  ottenere  le  (1),  (2). 
Dimostrate  le  prop. 


(4) 
(5) 


a;,  j/eN.u7  =  j/:0:a:->j/ 
a;,  j/eN.a;<y:3:a;->i/ 


facendo   uscire   il   fattore  a:,  j/eN   dall' Hp  e  applicando 
prima  la  P40,  poi  la  P40'  si  ha 

a;,  y  €  N  .'.  0  .'.  ic  =  y  .  u .  a?  <  y  :  0  :  a?  -  >  y 

e  facendo  entrare  un  fattore  nell'Hp  si  ha 

a:,  y€N:a?  =  i/.'j.a7<Cj/.*.  O-*.  a;->>y 

che  è  equivalente  al  prodotto  logico  delle  prop.  (4ì,  (5). 


^Vt^V,.»'  jS^iJiùi^  I  iJj^  Jl...d 


--^^iy  ^7^,;" 
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§  10.  —  Proprietà  del  prodotto  e  della  somma. 


41.     ab  =  ba 


42' 
(a). 


Vili 


J 


[Pp4  .  (^'^  ^)  Pp4  :  0  :  P41] 

41'.    a^h  =  h^a 

[P41  :0:-a-Z>  =  -&-a.PV:0:  P41'] 

42.     abc==a{bc)  [Pp5  .  P13  :  0  :  P42] 

rt  uò  uc  =  a  u(ò  uc)  [P42  .  PV  :  0  :  P42'] 

{a^b)c  .'j  .ac^bc 

[Fp2.Fp9:.0-'-c.O. acacie. O.b'jbc.FYll:. 
'j.'.ci'Jia'jac  .bobe  .  PVIl .'.  0  .*.  e  :  o  : 
a  u  è  .  3  .  ac  u  ic  .  PII  .*.  0 .'.  c{a  ^  b)  .'j. 
acyjbc.FU  .'.  0  .'.  P(a)] 

acyjbc  .'J  .{a'^b)c 

[Pp  1  :  0  :  a  ■-»  />  0  a  u  ò  .  P  VII  :  0  :  a  0  a  u  6 . 

c';^a  ^  b .FYl,Yll:J:ac'j{a  yj b)c .acjia  ^ b)c 

.  PVII  :  0  :  P  (3)] 
{aub)c  =  ac^bc  [(a) .  (3)  :  0  :  P43] 


(3) 


43 


43'.    (ab)  uc={a^c){b^ e) 


[P43  .  PV  :  0  :  P43'] 


Le  P41,  41'  esprimono  che  in  un  prodotto  di  due  fat- 
tori e  in  una  somma  di  due  termini  si  può  cambiare  l'or- 
dine dei  fattori  e  dei  termini. 

Le  P  42,  42'  esprimono  che  in  un  prodotto  di  tre  fat- 
tori e  in  una  somma  di  tre  termini  si  può  effettuare  il 
prodotto  e  la  somma  sui  due  ultimi  termini. 

La  P43  esprime  che  si  può  moltiplicare  una  somma 
per  una  prop.  moltiplicando  per  questa  prop.  i  termini 
della  somma,  sommando  poi  i  prodotti  ottenuti.  Analogo 
significato  ha  la  P43'. 


.  ^jwjwir^lB^^5p^i^5^^jfei^«P^"5» 
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In  un  prodotto  si  può  cambiare  a  piacere  l'ordine  dei 
fattori.  Si  dimostra,  p.  es.,  che  abcd  =  dcba,  con  la  se- 
guente catena  di  equivalenze 

abcd  =  d  {abc)  =  d{c{ab))  =  d{c{ba))  =  dc{ba)  =  (deb)  a  =  dcba 

che  si  ottiene  applicando  i  metodi  di  ragionamenti  espressi 
dalle  Pili,  P41,P42.  Le  medesime  osservazioni  valgono 
per  la  somma.  In  generale  esprimiamo  le  cose  precedenti 
dicendo  : 

Il  prodotto  logico  gode  La  somma  logica  gode 
della  proprietà  commuta-  della  proprietà  commuta- 
tiva.  tiva. 

In  un  prodotto  logico  si   possono  a   piacere  raggrup- 
pare i  fattori. 
Si  ha  p.  es.,  che  abcde  =  b  (ad)  {ec).  Infatti 

abcde  =  badec  =  bad  [ec)  =  b  {ad)  (ec). 

Si  passa  da  abcde  al  prodotto  badec  facendo  uso  della 
proprietà  commutativa,  poi  agli  altri  due  per  mezzo  della 
Pili  e  della  P42.  Le  medesime  osservazioni  valgono  per 
la  somma.  In  generale  esprimiamo  ciò  dicendo 

n  prodotto  logico  gode  La   somma   logica  gode 

della    proprietà    associa-      della    proprietà    associa- 
tiva, tiva. 

Si  moltiplica  una  somma  di  due  o  più  termini  per  una 
prop.,  moltiplicando  per  tale  prop.,  tutti  i  termini  della 
somma  e  addizionando  i  risultati.  Si  ha  p.  es. 

{a  ^b ^ e  ^ d) e  =  {a  ^b  yj c)e  ^ de  =  (a  ^ b)e  ^ ce  yj de  = 

ae^be^ce  ^  de 


e  questa  catena  di  equivalenza  si  e  ottenuta  applicando 
la  Pili  e  la  P43.  Le  medesime  osservazioni  valgono  per  il 
prodotto  di  due  o  più  fattori,  al  quale  si  aggiunge  una 
prop.  Così,  p.  e.,  abbiamo 

{abcd)  ue  =  {a^e){b^e){c^e){d^  e) 

In  generale  esprimiamo  le  cose  precedenti  dicendo 

Il  prodotto  logico  gode  La  somma  logica  gode 
della  proprietà  distribu-  della  proprietà  distribu- 
tiva rispetto  alla  somma  tiva  rispetto  al  prodotto 
logica.  logico. 

Indichiamo  il  complesso  di  proprietà  ora  esaminato  col 

segno  Vili. 

Vedremo  nel  §  seguente  delle  applicazioni  del  me- 
todo Vili. 


§  11.  _  Legge  di  semplificazione. 

44.  a  =  aa  [Pp2  .  P2  :  o  :  P44] 
44'.  a  =  a^a  [P44  .  PV  :  o  :  P44'] 

45.  a^b.o-a^ab  [P44  .  Pili  :  0  :  P45] 
45'.  a  =  6.D.a  =  au&  [P45  .  PV  :  Q  :  P45'] 

^  [Hp  .  Pll  .  PIV  :  0  :  a  0  a&  .  aZ>  0  a  :  0  :  Ts] 

[Hp .  P17  .  PIV  :  0  :  a  3  ofe  .  «^'  0  ^  .  PI  :  D  :  '^s] 

46.  a^b.^.a^ab  [(a) .  0)  :  0  :  P46] 
46'.    aob.  =  .b==a^b                   [P46  .  PV  :  0  .  P46'] 
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Le  P44,  44',  45,  45'  esprimono  che 


Se  in  un  prodotto  vi 
sono  due  (o  più)  fattori 
identici  o  equivalenti,  al- 
lora, sopprimendoli  tutti 
meno  uno,  si  ottiene  un 
prodotto  equivalente  a 
quello  dato. 


Se  in  una  somma  vi 
sono  due  (o  più)  termini 
identici  o  equivalenti,  al- 
lora, sopprimendoli  tutti 
meno  uno,  si  ottiene  una 
somma  equivalente  a 
quella  data. 


Così,  p.  e.,  si  ha  la  prop. 

è  =  e  .  3  .  ahaacdeac  =  ahde 
poiché,  successivamente, 

ahaacdeac  =  {aaaa)  (he)  de  =  abde 


Le  P46,  46'  esprimono  che 

Se  per  i  fattori  a,  b  di 
un  prodotto  è  vera  la  de- 
duzione a'jb,  allora,  sop- 
primendo b  nel  prodotto  si 
ottiene  un  prodotto  equi- 
valente a  quello  dato. 


Se  per  i  termini  a,  b  di 
una  somma  è  vera  la  de- 
duzione a^b,  allora,  sop- 
primendo a  nella  somma  si 
ottiene  una  somma  equi- 
valente a  quella  data. 


Così,  p.  e.,  abbiamo 

^  0  e  :  0  :  abcd  =  abd  .a^b^c^d=^a^c^d 


plifi' 


Le  proprietà  ora  indicate  esprimono  la  legge  di  sem- 
ificazione,  e  indichiamo  il  loro  complesso  col  segno  IX. 


* 
*  * 


Per  applicare   le   regole  precedenti,  proponiamoci  di 
dimostrare  la  formula 
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Applicando  due  volte  la  proprietà  distributiva  del  pro- 
dotto rispetto  alla  somma  abbiamo  (Vili) 

(a  ^b){b^c)  =  ab^ac^bb^  bc 

e  col  medesimo  procedimento 

[a  ub){buc){cua)  = 
abc  u  acc  u  bbc  u  bcc  u  aba  u  aca  u  bba  u  bea 

Semplificando  ciascun  termine  della  somma 
{a  ub){b^ e)  (e  u a)  =  abc  u ac  w bc  ^bc^ab^j ac^ba^ bea 

Semplificando  la  somma,  effettuando  permutazioni  nei 
fattori  dei  termini,  e  nei  termini  della  somma 

(2)  (a  u  b)  {b  u  e)  (e  u  a)  =  abc  ^ab^bc^jca 

Ora  si  ha  che    abc^^ah,  (Pp3),  e  quindi  la  (2)  per  la 
P46'  si  trasforma  nella  (1). 


* 
*  * 


(1) 


(rt  u  6)  (i  u  e)  (e  u  a)  =  ab  u  he  •-•  ca 


Sia  stata  dimostrata  la  prop.  "  Se  un  numero  primo 
divide  un  prodotto  di  due  fattori,  allora  esso  divide  uno 
almeno  dei  due  fattori  „,  che  in  simboli  si  scrive 

(1)  ^  e  Np  .  y,  0  €  N  .  y^  €  N:p  :  0  :  y  6  NiP .  u .  2^  €  N:r 
e  proponiamoci  di  dedurre  da  questa  la  prop. 

(2)  X:V,^^^P'y^^Nx:^:y  =  x.yj.z  =  x' 

che  si  legge  "  Se  un  numero  primo  divide  un  prodotto 
di  fattori  primi,  allora  esso  è  eguale  ad  uno  almeno  dei 
fattori  del  prodotto  ,. 


m 


ti 
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Moltiplicando  i  due  membri  della  (1)    per  la  proposi- 
zione X,  y,  2^  €  Np,  e  usando  le  P  Vili,  IX  si  ottiene 

.r  €  Np  . (y,  2f  6  N  .  t/,  2- €  Np)  .yz^ì^x  :.  o  /. 
a-,  f/,  2"  €  Np  .  </  €  Na;  :  u  :  ic,  y,  2-  €  Np  .  2-  €  N^ 

Ora  è  vera  la  prop.  y,  2"  e  Np  .  o  .  y,  2r  e  N,  e  quindi  sem- 
plificando l'Hp  si  ha  (P.46). 

(3)  ar,  y,  2r  e  Np  .  1/  ^  e  Na: .'. 

D  .*.  a-,  y,  2;  e  Np  .  f/  €  ^x  :  ^  :  x,y,z^  Np  .  ^  e  N;r 

Così  THp  si  è  ridotta  all'Hp  della  (3).  Resta  da  trasfor- 
mare la  Ts.  Moltiplicando  il  primo  termine  della  Ts  per 
a-,  y  e  Np  e  il  secondo  per  ar,  ^r  e  Np  (P.  44),  e  ricordando 
la  proprietà  distributiva,  la  Ts  della  (3)  è  equivalente 
alla  prop. 

(4)  a:,  //,  2;  €  Np  .  (ar,  y  e  Np  .  y  6  No;  :  u  :  a:,  2r  6  Np  .  ^  €  Nar) 
Ora  dalla  teoria  dei  numeri  primi  sappiamo  che 

a:,  y  €  Np  .  y  €  N^  :  =  :  a-,  y  6  Np  .  y  =  a; 
07,  2r  e  Np  .  ^  €  Nar  :  =  :  ar,  2;  e  Np  .  y  =  ^; 

quindi  la  (4)  equivale  a 

a?,  y,  2;  e  Np  .  (a;,  y  €  Np  .  y  =  a;  :  u  :  a;,  ^  €  Np  .  ;^  =x) 

che  per  le    proprietà   VIII,  IX    si  trasforma  facilmente 
nella  prop. 

a;,  y,  2;  6  Np  .  (y  =  a? .  u  .  2r  =  a:) 

La  (3)  diviene  dunque 

ar,  y,  2r  €  Np  .  y^r  €  Nar  :  0  :  ar,  y,  2;  €  Np  .  (y  =  a: .  u .  2r  =  ar) 

Scomponendo   questa    deduzione  che  ha  per  Ts  il  pro- 
dotto di  due  fattori,  delle  due  prop.  che  si  ottengono  è 
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identica  alla  (2)  quella  che  ha  per  Ts   la   prop.   y  = 

,<*  .z  =  x. 


X 


§  12.  --  L'assardo. 

(a),     a-  a*;}})-}) 

[Pp3:o:a(&u.è)3a.pn:0:a.o.6u-6|3a 
.  P V  :  0  :  a  .  0  .  -  a  0  6  -  ò  .  PII  :  3  ;  P (a)] 


[(a).g'j)(a):0:P47] 

(Def) 

[Pp3  :  0  :  a  -  a  0  a  .  P48  :  0  :  P49] 

[P49.PIX:3:P50] 

[P49'.PIX:3:P51J 


X 


47.  w  a  =  b'h 

48.  A  =  a  -  a 
48'.  -  ^  =  au~  a 

49.  A3« 
49'.  «o-A 

50.  aA  =  A 
50'.  a  w  -  A  =  -  A 

51.  a-A  =  a 
51'.  a  u  A  ^  a 

52.  «OA.  =  .a=A 

[PIV .  P49  .-.  0  .-.  a  0  A  :  =  :  a  0  A .  A  0  a  /.  0 .'. 
P52] 

/  (3).     a'jh.'3.a-b  =  A 

[Hp  :  0  :  a  -  OD  è  -  è  .  P48,  52  :  3:  (3)] 

(T).     »-b  =  A'D.a'jb 

[Hp  .  P51'  :0:{a'b)ub  =  b.  PVIII .  P48',  51  : 
0:a^b  =  b.FlX:0:T8] 

53.  a<jb.  =  .a'b  =  A  [(3)  •  (y)  :  D  :  P53J 

54.  a^6  =  A:  =  :a  =  A.^  =  A 
[P52  ..  0  .-.  a  u  />  =  A  :  =  :  «  u  6  3  A  .  P  Vn  :  = 

\  :«OA.èDA.P52:  =  :a=A.^>  =  A] 
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La  P47  esprime  che  è  costante  il  prodotto  logico  di 
una  prop.  per  la  sua  negazione.  Tale  prodotto  logico  lo 
indichiamo  (P48)  col  segno  A,  che  leggeremo  assurdo. 
(A  è  l'iniziale,  rovesciata  della  parola  vero).  Ciò  corrisponde 
alla  frase  del  linguaggio  comune.  "  È  assurda  l'afferma- 
zione simultanea  di  una  prop.  e  della  sua  negazione  „. 

Il  segno  -  A  può  anche  leggersi  vero.  Le  P.  49,  49'  espri- 
mono quindi  che  dall'assurdo  può  dedursi  qualunque  prop. 
e  che  da  una  prop.  vera  si  deduce  il  vero. 


*  * 


Essendo  a  ed  h  individui  di  una  classe  e  a  il  segno 
che  indica  un'operazione,  diremo  che  h  è  Vassoluto  del- 
l'operazione a  quando,  qualunque  sia  a,  a  ah  è  eguale 
ad  h;  diremo  invece  che  A  è  il  woc/m/o  dell'operazione  a 
quando,  qualunque  sia  a,  aahQ  eguale  ad  a.  Così,  p.  es., 
zero  è  l'assoluto  del  prodotto  e  00  l'assoluto  della  somma 
per  i  numeri  reali;  uno  è  il  modulo  del  prodotto  per  i 
numeri  reali  diversi  da  zero  e  0  è  il  modulo  della  somma 
per  i  numeri  reali. 


« 
«  « 


Le  P50,  50',  51,  51'  provano  che 

La  prop.  A  è  T assoluto         La  prop.  -a  e  l'assoluto 


della  somma  logica. 

La  prop.  A  ^  il  modulo 
della  somma  logica. 


del  prodotto  logico 

La  prop.  -A  è  il  modulo 
del  prodotto  logico. 

La  P  52  esprime  che  "  dire  che  da  a  si  deduce  as- 
surdo, equivale  a  dire  che  a  è  equivalente  ad  assurdo  „. 

La  P  53  esprime  che  la  deduzione  a  O  ò  è  equivalente 
alla  prop.  a  -  6  =  A. 


/ 
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Indicheremo  il  complesso  di  proprietà  logiche  espresse 
dalle  prop.  50-54  col  segno  X. 


Valendoci  dei  metodi  precedenti  dimostriamo  che  "  Se 
un  numero  è  multiplo  di  altri  due  è  multiplo  del  minimo 
multiplo  di  questi  „.  In  simboli  (Cap.  I) 

(1)  y,  2^  e  N  .  a:  e  %  .  a;  €  Nsr  :  3  :  itr  6  N  (m(y,  z)). 

Se,  restando  l'Hp  della  (1),  ammettiamo  che  x  non  sia 
multiplo  di  m(y,  z),  allora  con  semplici  deduzioni  si  trova 
che  rest(ar,  m{y,z))  è  un  multiplo  di  miy.z)-,  e  quindi  è  o 
eguale  o  maggiore  (cioè  non  minore)  di  m{y,z)]  si  ha 
cioè  la  prop. 

(2)  y,  2;  €  N  .  ic  e  Ny  .  ar  e  N^r .  a;  -  €  N(m(y,  z))  :  o  : 

rest  (x,  m  (y,  2;))  -  <  m  [y,  z). 

Dalla  teoria  della  divisione  avremo  la  prop. 

(3)  a;,  y,  2;  e  N  ;  D  :  rest  {x,  m{y,z)Xm{y,  z) 

e*  il  resto  è  minore  del  divisore  „). 

Moltiplicando  le  (2),  (3)  membro  a  membro,  si  ha  dopo 
facili  semplificazioni,  una  deduzione  che  ha  per  Hp,  l'Hp 
della  (2)  e  per  Ts  il  prodotto  di  due  prop.  una  delle  quali 
è  la  negazione  dell'altra;  la  deduzione  ha  dunque  per  Ts 
la  prop.  A  e  quindi  l'Hp  è  equivalente  (P52)  alla  prop.  A; 
si  ha  cioè 

y,  2r  €  N  .  a^  e  Ny .  a:  €  N0 .  a;  -  €  N(m(</,  0))  :  =  :  A 
Da  questa  per  la  P  53  e  la  Pp  10  si  ha  la  (1), 


/^ 
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Vogliamo  dimostrare  che  *  Il  prodotto  di  due  numeri 
è  eguale  al  prodotto  del  massimo  divisore  per  il  minimo 
multiplo  dei  due  numeri  „.  In  simboli 


(1) 


X,  y  €  N  .  0  .  a?!/  =  D(ar,  y)  X  m{x,  y). 


Poniamo,  essendo  x\  y  numeri  interi  che  restano  de- 
terminati dalle  due  eguaglianze  seguenti, 

x=^\){x,y)Xx  ;  t/  =  D(ar,  t/)  X  y; 

dalle  quali  si  ottiene  facilmente 

quot  {xy,  D  (x,  ij))  =  yx     ;     quot  {xy,  D  {x,  y))  =  xi/ 

Ciò  prova  che  quot  (ary,  D(a;,  y))  è  un  multiplo  di  xey 
e  quindi  un  multiplo  di  TQ.{x,tj).  Esisterà  dunque  un  nu- 
mero r  tale  che 

quot  (xy,  D(x,  y))  =^m{x,y)Xr 
0,  il  che  equivale,  tale  che 

(2)  a;!/  =  D(iP,  !/)Xm(ar,  t/)Xr. 

Si  è  così  dimostrata  la  prop.  "  Se  ar,  j/  sono  numeri 
interi,  allora  avremo  che,  esiste  almeno  un  numero  in- 
tero r  tale  che  xy  =  J){x,y)Xra{x,y)xr  „. 

Questa  prop.,  come  vedremo  in  seguito,  si  traduce  così 
in  simboli 

(3)  ar,  1/  €  N  :  0  :  re  N  .  a?«/  =  D(a;,  y)  X  m(a:,  y)  X  r  .  -  =r .  A 

ove  l'indice  r  posto  al  segno  -  =;  dà  a  questo  il   signi- 
ficato "  esiste  almeno  un  r  il  quale ,. 


Se,    per    semplicità,    con    Ax,  y,  r   indichiamo  la    prop. 
r  €  N  .  a;y  =  D(a;,  y)m{x,  y)  r,  la  (2)  diviene 


(3)' 


ar,t/eN.3.Ax,y,r-=r  A 


Dalla  (2)  si  ottengono  facilmente  le  eguaglianze 
a:  =  rD(ar,f/)quot(m(a:,t/),j/)  ;  y=rJ){x,y)qyioi{m{x,y),x) 
che  provano  essere  rD(x,  y)  un  divisore  di  a;  e  y;  quindi 
un  divisore  di  D(a^,y);  quindi  r\){x,y)^\)(x,i/))  quindi 

Si  è  così  dimostrata  la  prop. 

a?,  y  e  N  .  Ar,  y,  r  :  D  :  r  =  1  .  u  .  r  <  1 

Moltiplicando  questa  membro  a  membro  con  la  prop. 
vera  reN.Q.r^l  si  ha 

(4)       a;,  i/eN.  At,y,  r.".0.\r=l  :u:r=l.  r>l: 
w:r  =  l.r<l:ur>l.r<l 

Moltiplicando  i  due  membri  per  reN;  eseguendo  il 
prodotto  nella  Ts;  osservando  cher€N.r=1.3.r->l 
e  quindi  che  r  e  N  .  r  =  1  .  r  >  1  :  =  :  A  e  facendo  osser- 
vazione analoga  per  gli  altri  due  termini  della  Ts,  la  (4) 
diviene 


(5) 


a;,  y  €  N  .  Ax,  y,  r  :  D  :  r  =  1 


La  prop.  (1)  è  così  dimostrata,  poiché  abbiamo  provato, 
(3),  che  esiste  almeno  un  numero  r  tale  che 

ajy  =  D  [x,  y)  X  ra  (ar,  y)  X  r 

e  di  più  che  questo  numero,  (5),  è  eguale  ad  uno  e  quindi 
che 

a:y  =  D  (ar,  y)  X  m  {x,  y) 
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§  13.  —  Trasporto  dei  termini  e  dei  fattori 
da  un  membro  ad   un  altro  di   nna  deduzione. 

57.  abQc.  =  .a'jc^-b 

[aè  0  e  .  PX  :  =  :  ai  -  e  =  A  .  PV  :  =  : 
a  -  (e  u  -  ft)  =  A  .  PX  :  =  :  a  3  e  u  -i] 

57'.    a'jbuc.  =  .a-c';}b 
XI   l  [P57  .  PV  :  0  :  P57'] 

58.  ab:jc.  =  .a'CQ'b] 
[ab^cPòl  :-=.a'jc^'b.  P57'  :  =  : 

a-cj'b] 

58'.    a'jbuc.  =  .'b'j-a^c 


Le  P55,  55'  dimostrano  che 


Si  può  neiripotesi  sop- 
primere un  fattore  e  as- 
segnare la  negazione  di 
tale  fattore  come  termine 
alla  tesi. 


Si  può  nella  tesi  sop- 
primere un  termine  e  as- 
segnare la  negazione  di 
tale  termine  come  fattore 
all'ipotesi. 


Le  P58,  58'  sono   immediate   conseguenze   delle   due 
precedenti. 


* 


Dimostrata,  p.  es.,  la  prop. 

(1)  a?,t/€N:o:a;  =  f/.u.ar>y.u.a?<f/ 

ai  ottengono,  per  la  P57,  le  prop. 

a:,  «/eN.a:-  =  t/:3:a;>i/.u.ip<y 
ar,  f/€N.a?-  =  j/.a;->!/:3:ar<y 


•  1 
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E)a  queste  due  per  la  P  58  e  la  P  V  si  ha 

a;,!/€N.a;->  y  .  x  -  <t/ :^:x  =  y 
X, y  eN  .  X  '  <  y  :  'j  :  X  =  tj  .  yj  .  X  >  ij 

e  queste  si  potevano  direttamente  ottenere  dalla  (1). 


* 
*  * 


Dalla  prop.  già  citata  C§  11) 

y,  2?  €  N  .  a;  e  Np  .  y  2r  e  Nar  :  3  :  f/  e  Na; .  u .  s  6  Na: 
si  ottiene  per  la  P  58  e  la  P  V. 

(2)     j/,  2;  e  N  .  a;  e  Np  .  y  -  €  Na: .  2f  -  €  Na?  :  3  :  $/  0  -  €  NiT 

Osservando  ora  che  dalla  teoria  dei  numeri   primi   si 
ha  che 

y  e  N  .  a;  €  Np  .  y  -  e  Na;  :  =  :  v/  e  N  .  a;  e  Np  .  D  (a;,  y)  =  1 

("  ogni  numero  primo  è  primo  con  tutti  i  numeri  che 
non  sono  suoi  multipli  „),  e  moltiplicando  l'Hp  della  (2) 
per  i  fattori,  che  già  vi  sono,  y,  2;  €  N,  xe  Np,  x  e  Np,  si  ha 

y,  0  e  N  .  a:  €  Np  .  D(a?,  y)  =  1  .  D(ar,  ^)  =  1  :  o  :  y  ;2  -  €  Na:. 

Moltiplicando  i  membri  di  questi  per  y,  2:  €  N  .  a;  e  Np, 
si  ha 

y,  2r  €  N  .  a;  €  Np  .  D(a;,  y)  =  1  .  D(rc,  2;)  =  1  :  ^  : 
y,  2  6  N  .  a:  €  Np  .  D(a*,  y  z)  =  ì 

Scomponendo  (PVU)  in*  un  prodotto  di  tre  o  due  dedu- 
zioni e  tenendo  conto  di  quella  che  ha  per  Ts,  D(a:,y,2;)  =  1 


y 
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si  ha 

(3)        y,  ^  e  N .  a:  €  Np  .  D  fe  y)  =  1 .  D  (a:,  ;s)  =  1  :  3  : 

che  esprime  la  nota  proprietà  "  Se  un  numero  primo  è 
primo  con  i  fattori  di  un  prodotto,  allora  è  primo  col 
prodotto  „. 


* 


Dimostrate  per  i  numeri    reali,  p.  es.,  positivi  (Q),  le 
prop. 


(1) 

(2) 
(2') 


":)  .xz  =  yz 

.     .     .     •   x>y  .X).x-\- z^y-\-z 
0  .  372;  >  ^5? 


e  dimostrate  pure  le  prop.  fondamentali  relative  ai  segni 
^^^i  -^ì  '^> 

(3)  a:,  y  €  Q  .  0  .-.  a^  =  y  :  =  .  a;  -  >  y  .  a:  -  <  y 

W  •     •     •      D-'.  a;>  y  :  =  :ic-  =  y  .ar^<y 

^^)  •     •     •      D  •'  X  <  y  :  =  :  X  '  =  y ,  X  -  >  y 

si  possono  dimostrare,  facendo  uso  dei  metodi  di  ragio- 
namento che  già  conosciamo,  le  inverse  delle  prop   (1) 

(1'),  (2),  (2').  y  y  yf^ 

Abbiamo  dalla  prop.  (2),  cambiando  a?  in  y  e  y  in  a?, 
la  prop.  x,yzeQ.T<ij,Q.x-}-z<y-^z. 

Sommando  (PVI)  membro  a  membro  questa  con  la 
prop.  (2)  e  facendo  uso  della  proprietà   distributiva   del 
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prodotto  rispetto  alla  somma  (PVIIl)  abbiamo 

(6)  ^,  y,  ^  e  Q  :  a:  >  y  .  u .  a;  <  y  .-.  3  .-. 

^  +  «>l/-]-z.yj.x-\-z<y-\-z 

Dalla  (3)  prendendo  nella    Ts    la   negazione    dei    due 
membri  dell'eguaglianza  (PV)  si  ha 

a?,yeQ.D.'.a;-=y:  =  :ar>y.u.ar<y 

Sostituendo  allora  nell'Hp  e  nella  Ts  della  (6)  le  prop. 
equivalenti  alle  somme  logiche  che  vi  compariscono  si  ha 

x,ij,  zeQ.x-'^y.'j.x  +  Z'^^y-j-z 

Portando  un  fattore  dell'Hp  nella  Ts  e  la  Ts  nell'Hp 
(P  XI  —  §  13,  P58),  abbiamo 

*,  y,  2;€Q  .x-}'Z  =  y-\-z.!j.x=^y 

che  è  l'inverso  della  prop.  (1)  indipendentemente  dall'Hp 
a^,y,2reQ,  che  è  ipotesi  comune  (PIJ)  a  ciascuna  delle 
due  proposizioni. 

In  modo  analogo  può  il  lettore  dimostrare  per  esercizio 
le  inverse  delle  prop.  (1'),  (2),  (2'). 


§  14.  —  Disgianzìone  completa. 


Se  a,  h  sono  prop.,  scrivendo  a^h  affermiamo  "  è  vera 
una  almeno  delle  prop.  a,  6  „,  e  non  escludiamo  che  pos- 
sano essere  vere  entrambe. 

Col  complesso  di  segni  a  -  6  .  u  .  6  -  «,  affermiamo  "  è 
vera  a  e  non  è  vera  è,  oppure  è  vera  ò  e  non  è  vera  a  ,. 
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Ciò  era  espresso  dai  latini  con  a  aut  b,  il  cui  corrispon- 
dente si  è  perduto  nella  lingua  italiana. 

Scriveremo  a  o  ^>  in  luogo  di  a  -  6  .  u .  i  -  a,  e  il  segno 
o  potremo  leggerlo  aut.  In  simboli 


(DeO 


59.     ao6:  =  :a-6.u.è-a 
Nella  prop. 

(1)  ^,  i/  €  No  :  ar  =  0  .  u .  y  =  0  .".  0  .-.  a:i/  =  0 
ponendo  il  segno  o  al  posto  di  w  si  ha 

(ly  a?,  </  €  No  :  a;  =  0  .  o  .  f/  =  0  .'.  0  .-.  a?//  =  0 

La  (ly  è  vera,  ma  esprime  meno  della  (1),  poiché  xy  e 
eguale  a  zero  anche  quando  x  e  y  sono  entrambi  nulli. 
Nella  prop. 

(2)  ^c.yeN  .X'  =  tj  :'j:x>)j.u.x<y 
ponendo  il  segno  o  al  posto  di  w  si  ha 

(2y  ^,y^'^.X'  =  y:<j:x>y.o.x<Zy 

La  (2y  esprime  la  proprietà  della  (2)  con  maggiore 
esattezza  poiché  è  noto  che  se  x>y  allora  ^  -  < y  e  se 
a?  <  y  allora  a;  -  >  j/. 

Nella  prop. 

y,  0  e  N  .  a;  €  Np  .  </  2;  €  Nar  :  0  :  !/  €  Na; .  u .  ^  €  Na? 

ponendo  il  segno  o  al  posto  di  u  si  ottiene  una  prop. 
falsa,  poiché,  p.  es.,  i  numeri  6,  9  hanno  un  prodotto 
multiplo  del  numero  primo  3  e  sono  entrambi  multipli 
di  tre. 

In  generale  al  segno  o,  nella  Ts,  non  preceduta  dal 
segno  -,  di  una  prop.,  si  può  sempre  sostituire  il  segno  u , 
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ma  al  segno  w  non  sempre  si  può  sostituire  il  segno  o; 
nel  primo  caso  la  sostituzione  estende  o  restringe  il  senso 
della  prop. 

Il  segno  o  è  un  segno  d'operazione  che   chiamasi  dis- 
giunzione compieta* 


* 
*  * 


Per  il  segno  o  valgono  le  formule  seguenti  che  il  let- 
tore può  dimostrare  per  esercizio. 

60.  ao6  =  (auè)(-au-&) 

61.  -  (a  o  è)  =  (-  a  o  ft)  =  (a  0  -  &) 

62.  aob  .'j.a^b 

63.  ab  =  A.'j.a^b  =  aob 

64.  a  o  a  =  A 

65.  ao  '  a  =  ~  A 

66.  ao  A  =  a 

67.  a  o  -  A  =  -  a 

68.  aob  =  bo  a 

69.  aoboc  =  ao{boc) 

§  15.  —  Osservazioni. 


1  metodi  di  raziocinio  espressi  dalle  Pp  (la  Pp  10  ec- 
cettuata) sono  contenuti  nei  metodi  generali  I-XI  esa- 
minati nei  §§  precedenti,  quando  si  ammetta  di  poter 
affermare  la  Ts  di  una  deduzione  vera  avente  per  Hp  una 
prop.  vera  (il  che  equivale  alla  Pp6).  Ricordando  infatti 
la  formula  «  =  6.3. ao&,  la  Ppl  è  conseguenza  della 
P,  a  «=  a  (II);  la  Pp2  della  prop.  a  =  aa  (IX)  ;  la  Pp3  della 
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prop.  ab'jah  e  della  P  VII,  poiché  per  mezzo  di  questa 
da,  ab 'j  ab  si  hanno  le  due  prop.  aòQa,  aÒQÒ;  lePp4,5 
sono  conseguenze  della  proprietà  commutative  e  associa- 
tiva del  prodotto  (Vili);  la  Pp6  del  metodo  II  poiché  ab- 
biamo a<^b  .';}.a'jb:<j:a'jb.a:<jb,  della  quale  prop. 
essendo  vera  l'Hp  è  vera  la  tesi  che,  a  meno  dell'ordine 
dei  fattori  neirHp  coincide  con  la  Pp  6  ;  la  Pp  7  si  ottiene 
col  metodo  VI  poiché  si  ha  a  ^  b  .  e  !j  e  :  'j  :  ac  ^  bc,  e  ridu- 
cendo THp  col  metodo  IV  si  ha  la  Pp  7  ;  la  Pp  8  è  con- 
tenuta nel  metodo  I  ;  la  Pp  9  si  ottiene  dalla  P II,  poiché 
si  ha  ba'jabi'jib  .'j.a^^ab  che  ha  per  Hp  una  prop. 
vera  e  per  Ts  la  Pp9;  la  Ppll  conseguenza  della  prop. 
ao6=.-6o-a  (V).  La  Pp  10  é  già  stata  compresa  nel 
metodo  V. 


* 


Riuniamo  per  comodo  del  lettore  i  metodi  di  ragiona- 
mento I  -  XI  ottenuti  nei  paragrafi  precedenti. 


If  A£fermazione  della  tesi  di  una  proposizione 
che  ha  per  ipotesi  una  proposizione  vera. 


a  .  a[)b  l'jib 

I.  Sillogismo  e  Polisillogismo. 


[Pp6] 


S 
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III.  Equivalenza. 


a 

—  b 

:  a 

Ob. 

bO 

a 

a 

=  « 

a 

=  6. 

.b 

—  a 

a 

=  b. 

ò  = 

=  e 

'0' 

a  = 

e 

(Dei). 


a 


a-D- 


a 
.a 


A=A 


IV.  Prodotto  per  una  proposizione  vera. 


*.0.(<f)A  =  A 


V.  La  negazione. 

-  (-  a)  =  a 

a'jb .  =  .  -  b'J'  a 
a==b  .  =  .  ~  a  =  -  b 
a\jh  =  '{-a-h) 

-  {ab)  =  "  a^-b 
''{a^b)  =  -a-'b 

VL  Prodotto  e  somma  membro  a  membro 
delle  deduzioni. 


(Pp) 


(Def) 


lì.  Far  entrare  un  fattore  nell'ipotesi 
o  uscire  un  fattore  dall'ipotesi. 

a  .'j.b'jc:[):abQc 
ab'jci'jia.'j.b'jc 


aQb  .c'jd:'j:ac';)bd    ;     a'jb.c'jdi'j.a^c.'jb^d 

VII.  Composizione  e  scomposizione. 
a'jb  .a'^c:  =  la'Jbc    ;     aOc.6oc:  =  :au63c 


GZ 


Capitolo  II 


Vili.  Proprietà  commutativa,  associativa  e  distributiva 
del  prodotto  e  della  somma. 


ab  =  ba 
ahc  =  a  {bc) 
{a^b)c  =  ac^  bc 


a^b  =  b^a 

a^byjc  =  a^(b^c) 
{ab)  ^c  =  {a^c){b^c) 


IX.  Semplificazione. 


a  =  aa 

(^  =  b.:j.a  =  ab 

aO^  '  = .  a  =  ab 


a  =  b  ."J  .  a  =  ay^b 
aOb  .  =  .b  =  a^b 


X.  L'assurdo. 

A  ==  a  -  a        (Def)  -  a  =  a  u  -  a 

«^A  =  A  au- A  =  - A 

«-A  =  «  auA  =  rt 

«  :)  A  .  =  .  a  =  A 
aOb.  =  .a  -  b  =  A 

au6  =  A:  =  :a  =  A.6  =  A 
XI.  Trasporto  dei  fattori  e  dei  termini. 

ab'jc.  =  .a-c'j-b    ;     aQ  b  uc  ;=^  :  -  b  Q- a 


^c 


Capitolo  III. 
Hie    Olassi- 


§  1.  —  Proposizioni  condizionali  e  categoriche. 


Ciascuna  delle  seguenti  proposizioni 

(1)  i^  +  yf  =  ^^  +  2xif  +  i/ 

(ir  x^J^y^=l 

(ir  ;^2_|.j,a_^i_o 

esprime  una  condizione  che  deve  essere  verificata  fra  gli 
enti  rappresentati  dalle  lettere  x,  y.  Diciamo  che  le  prop. 
(1),  (1)'  (1)"  sono  proposizioni  condizionali. 

Una  prop.  condizionale  non  è  ne  vera  ne  falsa.  Così, 
p.  es.,  la  (1)  è  vera  se  x,  y  sono  numeri  reali;  è  falsa  se 
a?,  y  sono  quaternioni^  restando  sottinteso  che  ai  segni  ^ 
+  X  si  dia  il  significato  che  hanno  nelle  corrispondenti 
teorie  dei  numeri  reali  e  dei  quaternioni;  la  (1)'  è  vera 
per  alcuni  valori  di  a?  e  y,  se  a;  e  y  sono  numeri  reali; 
la  (1)''  è  falsa  qualunque  siano  i  numeri  reali  x  q  y,h 
vera  per  speciali  valori  immaginari  ò\  x  q  y. 

Se  con  ttx,  bx  indichiamo  prop.  contenenti  una  lettera 
0  un  gruppo  di  lettere  x  indeterminate,  se  cioè  a^;,  òxindi- 


4 
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cano  proposizioni  condizionali  tra  gli  elementi  del  gruppo 
X,  e  solamente  tra  questi,  scrivendo 


(2) 


«X .  !3x  •  ^» 


intenderemo  dire  che  "  Qualunque  sieno  gli  x  che  sod- 
disfano alla  condizione  a»,  soddisfano  anche  alla  condi- 
zione bx  j,. 

Il  segno  Oa,  si  può  leggere  "  si  deduce  qualunque  sia  x  „, 
e  con  la  (2)  esprimiamo  che  la  deduzione  si  fa  rispetto 
a  tutte  le  lettere  variabili  che  compariscono  nell'Hp  e 
nella  Ts  della  proposizione  enunciata. 

È  conveniente  che  nell'Hp  della  (2)  la  prop.  condizio- 
nale ax  contenga  come  fattore  logico  la  prop.  a:  e  m,  cioè 
u  e  una  classe  determinata  e  costante,  affinchè  sia  esat- 
tamente indicata  la  natura  degli  enti  x,  dei  quali  la  (2) 
afferma  una  proprietà.  Così,  p.  e.,  la  prop. 

T-  =  y.O.{x  +  y)/2  >  ixxy 

la  cui  ipotesi  non  soddisfa  alla  condizione  indicata,  non 
può  ritenersi  completa  poiché  è  lasciata  indeterminata 
la  classe  a  cui  appartengono  gli  individui  x  e  y  e  non 
hanno  quindi  significato  preciso  i  segni  -  =  ,  +,  /,  >, 

V    ,  X.  Resta  tutto  determinato  scrivendo 

x,ijeQ.x-  =  y:'j:{x-\-  j/)/2  >  }/xXij 

poiché  i  segni  indicati  hanno  significato  preciso  nella 
teoria  dei  numeri  reali  (Q). 

Prop.  della  forma  (2)  si  chiamano  categoriche.  Ogni 
prop.  categorica  ha  per  Hp  e  Ts  due  prop.  condizionali, 
e  la  deduzione  si  fa  rispetto  a  tutte  le  lettere  variabili 
che  compariscono  nell'Hp  e  nella  Ts, 
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Così,  p.  es.,  è  categorica  la  prop. 

(•^)  ^,  t/  €  q  .  D.r,  V  •  (^  +  !/)^  =  ^^-\-2Ty-\-i/ 

che  ha  per  Hp  la  prop.  condizionale  x,  //  e  q  e  per  Ts  la 
prop.  condizionale  (1). 

Converremo  di  sopprimere  l'indice  al  sogno  q  quando 
la  deduzione  si  fa  rispetto  a  tutte  le  lettere  che  compa- 
riscono nell'Hp  e  nella  Ts.  Così  in  luogo  della  (2)  scri- 
viamo 

e  in  luogo  della  (3) 


(3)' 


^» ."/  €  q  .  0  .  (r  -(-  t/Y  --  .r^   f-  2  xy  +  // 


In  luogo  di  X,  y,  -  €  q  .  r  >  «/  .  t/  >  ^  :  3^.  ^  .  :  a-  >  -  scrì- 
viamo 


* 


Volendo,  p.  es.,  esprimere  che  il  trinomio  r^  —  jìx  4- q 
è,  qualunque  sia  il  razionale  .r,  il  quadrato  di  un  razio- 
nale, scriviamo 


(4) 


X  €n  .  'J^  .  {x^  —  px  +  q)  eU^ 


Qui  l'indice  r  al  segno  o  non  può  essere  soppresso, 
perchè  la  deduzione  non  si  fa  rispetto  alle  lettere  p,  q 
contenute  nella  Ts.  La  (4)  è  quindi  una  prop.  categorica 
rispetto  ad  a;  e  condizionale  rispetto  sì  p  e  q. 

Ora  sappiamo  dall'algebra,  che  se  2^,  q  sono  razionali 
e  p^i  è  eguale  a  q,  la  prop.  condizionale  (4)  in  p  eqe 
soddisfatta.  Si  ha  cioè  che  quando  la  prop.  condizionale 

rCRAM    Fouri  r 
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in  p   (*   q 

(5) 


p,(/€T{,p^/4  =  fj 


è  vera,  è  veni  anche  la  i)iop.  condizionale  (4). 

Con  le  prop.  condizionali  (4),  (5)  possiamo  quindi  for- 
mare  la  prop.  categorica 

(6)    P.'I^n-p'li  =  g:o:xelì.:)^.(a^--pa:  +  q)eR\ 

Questa  prop.  ha  per  Hp  una  prop.  condizionale  rispetto 
a  />  e  7,  e  per  Ts  una  prop.  categorica  rispetto  ad  x  e 
condizionale  rispetto  a  p  e  ./.  La  deduzione  principale  è 
lattii  ns]M'tto  a  tutte;  le  lettere  variabili  dell'Hp  e  Ts  e 
sono  ((uindi  stati  trascurati  gli  indici  p,  q  al  segno  o 


* 
*  * 


La  prop.  (3)'  contiene  solo  api)arentemente  le  lettere 
•r,//:  considerata  cioè  come  deduzione,  a'jb,  essa  è  indi- 
pendente da  X  e  //.  La  (4)  è  pure  indipendente  da  x  ma 
non  indipendente  da  p  e  q.  La  (6)  è  indijìendente  da 
P,  7  ed  X.  Dicendo,  p.  es.,  che  la  prop.  {:])'  contiene  solo 
apparentemente  le  lettere  .r,  y,  o  è  indipendente  da  x,  y, 
intendiamo  esprimere  che  essa  non  cambia  di  significato 
quando  al  posto  di  x,  //  si  pongono  altre  due  lettere  in- 
determinate qualunque.  Così,  p.  e.,  le  espressioni 


lini  a  =0  {Ho.nx)lx 

sono  indipendenti    da   x, 
espressioni 

(sen  x)lx 


e    dipendono    invece  da  x   le 


X' 


-  3  X  -j-  2 


Chiameremo  quindi  categorica  anche  una  prop.  che  non 
contiene,  nemmeno  per  forma,  lettere  indeterminate.  Così, 
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p.  es.,  3  6  N,  7  e  Np,  V;;  6  R,  7^  -  3^  =  (7  +  3)  (7  -  3)  sono 
prop.  categoriche. 
Se  nella  prop.  categorica 

poniamo  al  posto  di  x  un  ente  speciale,  m,  non  conte- 
nente cioè  lettere  indeterminate,  scriveremo  a^.'j.hm  e 
non  più  a^.o„,.bm,  poiché  «„,,  h„,  sono  prop.  catego- 
riche. Converremo,  cioè,  di  sopprimere  sempre  l'indice  m 
al  segno  o  quando  Hp  e  Ts  sono  prop.  categoriche. 


* 
*  * 


Se  la  prop.  categorica  «x .  0 .  ix  è  vera,  cioè  se  la  de- 
duzione è  stata  fatta  con  le  regole  espresse  dalle  Pp  o 
da  quelle  che  ne  sono  conseguenza,  allora  è  vera  la  prop. 
^m-D-  ^>m  ottenuta  dalla  j^recedente  ponendo  al  posto  di 
X  un  ente  speciale  m. 

Se  nella  prop. 

(7)  o^eN.a:  <17:3:(.r-2_.'r  +  17)eNp 

poniamo  al  posto  di  x  successivamente  i  numeri   3,  30, 
18,  e  nelle  Hp  delle  prop.  che  si  ottengono  sopprimiamo 
1  fattori  3€N,  30  e  N,  18  €  N,  che  sono  prop.  vere  (PI V) 
abbiamo  ' 


(8) 
(9) 
(10) 


3<17.3.23€Np 
30  <  17.  3. 887  e  Np 
18  <  17.  0.323  e  Np. 


Le  prop.  (8),  (9),  (10)  sono  vere  come  è  vera  la   prop. 
(7)  dalla  quale  sono  state  ottenute  con  sostituzione,  seb- 
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bene  nella  (9)  THp  sia  falsa  e  la  Ts  vera,  e  nella  (lOj 
sia  falsa  l'Hp  e  la  Ts  (323  =  17  X  19).  La  (9)  ci  esprime 
che  da  un  Hp  assurda  si  può  giungere  ad  una  conse- 
guenza vera,  e  la  (10)  che  da  un  ipotesi  falsa  si  può 
giungere  ad  una  conseguenza  falsa.  Se  però  la  prop.  (7) 
è  vera,  allora  qualunque  numero  si  sostituisca  ad  x  non 
sarà  possibile  ottenere  una  prop.  che  abbia  vera  l'Hp  e 
falsa  la  Ts. 


§  2.  —  Serrili  0  ed  =. 

Scriviamo  il  segno  K  al  posto  della  parola  classe  (gruppo, 

collezione,  ...). 

Scriviamo  il  segno  e  (iniziale  della  parola  èarO  al  posto 
della  frase  è  un.  Se  a  è  una  classe,  scrivendo  x^a  espri- 
miamo che  X  è  un  individuo  delia  classe  a  e  leggiamo 
"  ar  e  un  a  „. 

Ammettiamo  che,  essendo  a  una  classe,  il  segno  x€, 
ove  X  h  una  lettera  indeterminata,  posto  dinanzi  ad  a 
dia  origine  ad  una  proposizione  contenente  la  lettera  in- 
determinata X. 

In  ciò  che  segue  per  indicare  che  la  prop.p  contiene 
la  lettera  o  il  gruppo  di  lettere  x,  o,  in  altri  termini, 
per  esprimere  che  la  prop.  p  e  condizionale  rispetto  ad  x, 
porremo   alla   lettera  p    l'indice  x,  {px).    Analogamente 

Px,  y,  Px,y,z, indicano  proposizioni  condizionali  rispetto 

il  X  e  y,  e  rispetto  a  x,ij  e  z 

Abbiamo  già  indicato  che  si  può  far  uso  indifferente- 
mente dei  segni  px-O^-  tfx,  px  .  0  .  qx.  quando  x  è  il  solo 
gruppo  variabile  contenuto  in  p  e  g,  cioè  quando  p  e  q 
sono  condizionali  rispetto  al  solo  gruppo  x.  Scriveremo 


Px.—x.qx  in  luogo  dell'affermazione  simultanea  i^x-D^-^x: 
qx'*^x'Px.  11  segno  =x  si  legge  "  equivale,  qualunque  sia 
X,  ad  y,. 


* 
*  * 


(Def) 

(Def) 

[P2  .  3  .  P3] 


rt,  ^  e,  rf  G  K  .  0  .'. 

1.  a'^h:  =  :x^a  ."^j.  .x^h 

2.  a^=b:  =  :a'^b  .h'^a 

3.  a'=b:  =  :x€a,^=x.x€b 

4.  a  =  a  \ 

5.  a  =  b.  =  .b  =  a  [  [Pili .  PI,  2  :  0  :  P4,  5,  6] 

6.  a  =  b  .b  =  c  :<j:  a  =  c       / 

7.  a  =  b  .  e  =  d  :  0  '-  n  3  e  .  =  .  b  'J  d. 

8.  a'jb.bocioiaoc  [PI .  PI  :  0  :  P7] 

9.  x€a.a'jb:<j:x€b 

[PI .'.  'j  .'.  a  0  b  :  'j  :  X  e  a  .  "j  .  X  e  b  .  PII .'.  =  .*. 
a'jb.x€a:'j:^^b.  P Vili,  III .-.  =  .-.  P9] 

Scriviamo  a,  b,  e, e  K  in  luogo  dell'affermazione  si- 
multanea aeK.òeK.ceK...  e  leggiamo  a,  b,  e, ...  sono 
classi. 

L'ipotesi  rt,  6,  e,  ri  e  K  che  precede  le  PI -9  si  sottintende 
debba  esser  distribuita  a  ciascuna  delle  Pl-9,  (PII)  o,  il 
che  equivale,  (P  VII)  che  dall'ipotesi  a,  b,c,de  K  si  deduce 
il  prodotto  logico  delle  Pl-9. 

Il  complesso  di  segni  a  0  ò  si  legge  "  la  classe  a  è  con- 
tenuta in  6  „.  Intendiamo  esprimere  con  questo  segno 
che  "  ogni  a  è  un  ò  „.  La  PI  infatti  si  legge  "  Dire  che 
a  è  contenuta  in  è,  equivale  a  dire  che  se  x  è  un  a,  al- 
lora, qualunque  sia  a:,  ar  è  un  6  „. 

Il  segno  =  posto  tra  due  classi  si  legge  "  è  eguale  a  „, 
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ogni  a  e  un  b 


e  col  segno  a  =  b  esprimiamo  (P2)  che 
e  ogni  b  e  un  a  ^. 

11  segno  0  posto  tra  due  prop.  si  legge  si  deduce  e  posto 
tra  due  classi  è  contenuto,  lì  segno  =  posto  tra  due  prop. 
si  legge  è  equivalente  a,  e  posto  tra  due  classi  è  eguale  a. 

L'uso  dei  medesimi  segni,  in  corrispondenza  con  due 
termini  diversi  del  linguaggio  comune,  resta  in  parte 
giustificato  dal  fatto  che,  se  a,  b  sono  classi,  i  segni  3 
ed  =,  nelle  prop.  a  "J  b,  a==  b,  prendono  il  significato 
che  hanno  per  le  prop.  quando  dinanzi  ad  a  eb  si  pone 
xe.  Nel  §  seguente  vedremo  che  ha  luogo  il  passaggio 
inverso. 

Le  P4-7  danno  le  proprietà  fondamentali  dell'egua- 
glianza e  si  ottengono  dalle  corrispondenti  proprietà  per 
l'equivalenza  delle  proposizioni.  Nelle  P6,  7  il  segno  :  o  : 
si  legge  si  deduce,  poiché  come  risulta  dalle  PI,  2  i  com- 
plessi di  segni  a'jb,  a  =  b,  ove  a,  b  sono  classi,  indicano 
delle  proposizioni. 

La  P8  è  una  nuova  forma  di  sillogismo  tra  classi.  Si 
legge  "  Se  ogni  a  e  un  h  e  ogni  b  e  un  e,  allora  ogni  a 
e  un  e  „.  Il  l**,  2*^,  4*^  segno  0  si  legge  è  contenuto,  il  3**, 
si  deduce. 

La  P9  e  un  altra  forma  di  sillogismo  che  vale  solo  per 
le  classi.  Si  legge  "  Se  ic  b  un  a  e  ogni  a  e  un  6,  allora 
X  e  un  b  .. 


* 
*  * 


I  segni  e  e  0  si  leggono  spesso  nel  linguaggio  comune 
nel  medesimo  modo.  Dicendo,  p.  es.,  "  l'uomo  è  un  bi- 
pede „  intendiamo  dire  "  ogni  uomo  è  un  bipede  „,  e 
traducendo  in  simboli  scriviamo  Conio  Q  Bipede  e  non 
Uomo  e  Bipede,   poiché  con  quest'ultima  forma  trascu- 


.. 


riamo  la  parola  ogni  0  l'articolo  lo,  che  dà  alla  frase 
il  suo  esatto  significato.  Se  alla  parola  Oro  diamo  il  si- 
gnificato chimico  di  corpo  semplice,  allora  scriviamo 
Oro  e  Corpo  semplice  e  non  Oro  ^  CorjJO  semplice. 

In  generale,  scriviamo  ((  €b  quando  a  è  un  individuo 
(0  e  considerato  come  tale),  di  una  classe  (la  classe  b); 
scriviamo  a  0  />  quando  a  (e  b)  è  una  classe.  Così,  p.  es., 
scriviamo  2  e  N  e  non  2  3  N  ;  se  a  è  una  retta  e  &  un 
piano  che  passa  per  a,  scriviamo  a  ^b  se  a  e  b  sono  con- 
siderati come  classi  di  punti,  scriviamo  invece  aeb  se  il 
piano  è  considerato  come  classe  di  rette. 

La  differenza  essenziale  tra  i  segni  ^  e  0  sta  in  questo  ; 
che,  mentre  dalle  affermazioni  simultanee  a  q  b  .  b  'j  e, 
a  £  b  .  b  'j  e,  si  può  dedurre  (P8,  9)  che  a'jc  0  a€  e,  dal- 
l'affermazione simultanea  a  eb  .b  e  e  nulla  si  deduce,  es- 
sendo b  considerato  prima  come  classe,  poi  come  individuo 
di  una  classe.  Così,  p.  es.,  nulla  si  deduce  dall'afferma- 
zione .simultanea  delle  prop.  5  e  Np  ,  Np  e  [Classe  conte- 
nente infiniti  individui]. 


§  8.        Segui  .re,  Cr,//)e, 

«  €  K  .  2>x,  7x  e  P  .  ^  .•. 

1.  a^=x€  (px)  :==  :  x£a  .  =  X  .  Px 

2.  x€  {x  €  a)  =  a 

3.  xe  {xe  {jjxÌ)  .  =  ar  .  ì^j 

4.  2)x.O  .fjx:  =  :  xe  (px)  3  .re  ((jx) 


(Def) 
[PI  .  D  .  P2J 


Essendo  /?x  una  proposizione  condizionale    rispetto  ad 
X,  col  segno  a*è  {px)  indichiamo  la  classe  degli  individui  x 


»*»;.  •^'^i^'^iìifVì'T^T' 
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/  quali  soddisfano  alla  condizione  px.  La  PI  si  legge  "  Dire 
che  a  è  eguale  alla  classe  degli  x  i  quali  soddisfano  alla 
condizione  px,  equivale  a  dire  che,  la  prop.  x^a  h  equi- 
valente, qualunque  sia  x,  alla  prop.  px  .. 

Così,  p.  e.,  con  x£  (a^  e  N  .  .r  >  7)  indichiamo  la  classe 
dei  numeri  interi  che  sono  maggiori  di  7. 

Con  la  PI  si  stabilisce  che  il  segno  ^  posto  dinanzi 
ad  una  prop.  condizionale  in  x  produca  una  classe  indi- 
pendente da  x]  come  si  è  già  stabilito  che  il  segno  xe 
posto  dinanzi  ad  una  classe  (indipendente  da  x)  produca 
una  prop.  condizionale  rispetto  ad  x. 

Le  P2,  8  esprimono  che  i  segni  xe,  ^  applicati  succes- 
sivamente si  distruggono.  Così,  p.  e.,  xe  (r  e  N)  indica  N, 
e  ^eix€{x€Ì^  .x>  7))  indica  la  prop.  a?  e  N  .  .r  >  7. 

La  P4  si  legge  "  Dire  che  da  px  si  deduce,  qualunque 
sia  X,  qx,  equivale  a  dire  che  ogni  x  che  soddisfa  alla 
condizione  i?x  è  uno  degli  .r  che  soddisfa  alla  condizione 
qx  r-  Ciò,  insieme  all'osservazione  fatta  nel  §  precedente, 
giustifica  l'uso  del  segno  o  nei  due  significati,  si  deduce 
ed  è  contenuto,  potendosi  dall' un  significato  passare  al- 
l'altro con  l'aggiunta  del  segno  xè  o  xe. 


* 
*  * 


a^K2.2)x,y,qT.,,€F .  'j  :, 

^'     '^JZif  '  ^^  ^  ^^^'■'  y"^'^'  ^^^  l')  e  «  .  --  X,  V .  p.r,  y         (Def) 
6-     i-r,  y)  €  ((.r,  ij)  €  a)  =  a 

7.       {X,  y)  €  {{X,  %j)  €  {px,  v))  .  =  a-  y  .  px,  y 

^'    i?x,  y  .  3  .  qx,  y  :  =  :  {x,~^(px,  y)  0  {x~tjjì  (^,, ,,) 


^\ 
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Scriveremo   Kg,  K3,  K4, al  posto  delle  frasi  classe 

di  coppie,  classe  di  terne,  classe  di  gruppi  di  quattro  ele- 
menti,   

Essendo  x,  y  due  enti  qualunque,  con  {x,  y)  indichiamo 
la  loro  coppia.  Indichiamo  coppie  diverse  con  le  nota- 
zioni {x,  ij),  (f',  x). 

Le  coppie  di  numeri  interi  x,  y  tali  che  il  loro  pro- 
dotto è  eguale  a  18  sono 

(1,  18)  ;     (2,  9)  ;     (3,  6)  ;     (6,  3)  ;     (9,  2)  ;     (18,  1) 

Indichiamo  la  classe  che  ha  per  individui  queste  coppie 
(classe  di  coppie  di  numeri  interi)  con  la  notazione 

(1) 


{x,  i')  e  (ar,  7/  e  N  .  xy  =  18) 


Analogamente  con 


(2) 


(ic,  y,  z)  e  {x,  I,',  2;  e  N  .  xyz  =  4) 


indichiamo  la  classe  che  ha  per  individui  le  terne 
(1,  1,  4)  ;  (1,  2,  2)  ;  (1,  4,  1)  ;  (2,  1,  2)  ;  (2,  2,  1)  ;  (4,  1,  1). 
Valendosi  dei  concetti  della  geometria  Cartesiana,  fa- 
cendo cioè  ad  ogni  coppia  di  numeri  reali  corrisponder* 
un  punto  di  un  piano,  e  ad  ogni  terna  di  numeri  reali 
un  punto  dello  spazio,  col  segno  (1)  indichiamo  un  gruppo 
di  sei  punti  del  piano  e  col  segno  (2)  un  gruppo  di  sei 
punti  dello  spazio. 

Con  (.r,  y)  e  (x,  f  e  q  .  ar^  +  y^  =  1)  indichiamo  la  circon- 
ferenza che  ha  il  centro  nell'origine  e  il  raggio  eguale  al- 
l'unità di  misura;  con  {x,y,z)^{x,y,z^({.x^-\-y'^-\-2?=\) 
la  sfera  che  ha  il  centro  nell'origine  delle  coordinate  e  il 

raggio  eguale  all'unità  di  misura;  con  {x,y,z)e{x^-\-%/^=l) 
una  superficie  cilindrica  di  rotazione  avente  per  asse 
l'asse  delie  z  ; 


\ 
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Con  la  P4  definiamo  il  si^^nificato  del  segno  (r,  j,')  e  e 
tale  prop.  è  analoga  alla  PI.  Le  P6-S  corrispondono  alle 
P2-4.  Analoghe  definizioni  simboliche  potrebbero  darsi 
per  i  segni  (.r,  y,  z)e, 


Abbiamo  già  introdotti  i  segni  N,  Nq,  R,  q,  per  indi- 
care "  numero  intero  positivo  „,  "  numero  intero  positivo 
0  nullo  „ 

Introdotto  il  segno  N  gli  altri  possono  esser  definiti 
per  mezzo  di  questo. 

Essendo  fx  una  funzione  algebrica  di  ar  e  ?(  una  classe 
di  numeri,  con  fu  indicheremo  il  complesso  dei  valori  che 
prende  fx  quando  al  posto  di  x  si  pongono  tutti  gli  in- 
dividui di  II.  Così,  p.  es.,  2x  indica  un  numero  pari,  2N 
o  N2  indica  la  classe  dei  numeri  pari;  2x  —  1  indica  un 
numero  dispari,  N2  —  1  indicala  classe  dei  numeri  dispari. 
Analogamente  con  N^  indichiamo  la  classe  dei  quadrati, 
con  a^  la  classe  delle  potenze  di  a,  con  — N  la  classe 
dei  numeri  interi  negativi. 

La  classe  No  resta  definita  ponendo 


(1) 


No  =  .re  (j:'e  N  .  u  .  :r  =  0) 


Indicando  con  n  la  classe  dei  numeri  interi  positivi  o 
negativi  o  nulli,  si  ha 


(2) 


n  =  are(.reN.v^..re  —  N.  ^ .x  =  ()) 


Essendo  fix.y)  una  funzione  algebrica  di  rr  e  i/  e  u,v 
classi  di  numeri,  con  f{u,  v)  indichiamo  il  complesso  di 
valori  che  prende  f,  quando  al  posto  di  .r  e  i/  si  pongano 
tutti  gli  individui  di  w  e  r. 
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Ogni  razionale  e  il  rapporto  di  due  numeri  interi  ar  e  «/ 
(.r/f/);  quindi  con  N/N  indichiamo  la  classe  dei  razionali 

(3)  R  =  N/N 

e  analogamente,  essendo  O/a?  =  0, 

(4)  Ro  =  No/N 

Risulta  dalle  convenzioni  precedenti  che  —  R  indica 
la  classe  dei  razionali  negativi.  Indicando  con  r  la  classe 
dei  razionali  o  positivi  o  negativi  o  nulli,  abbiamo 


(5) 


r  =  ic€(iC€R.u.;re  —  R.u.ic  =  0) 


La  classe  dei  numeri  reali  positivi,  che  indicheremo 
con  Q,  può  esser  definita,  come  vedremo,  come  classe  dei 
limiti  superiori  di  classi  di  razionali.  Scriveremo  in  se- 
guito in  simboli  la  definizione  di  Q.  Con  —  Q  resta  in- 
dicata la  classe  dei  numeri  reali  negativi,  ed  avremo 


(6) 
(6)' 


q  =  re  (a*  6  (^  .  '^  .  ,r  €  —  Q  .  <-» .  r 

Qo  =  ^e  (a:  e  Q  .  u .  a?  =  0).. 


0) 


* 
*  * 


Definiamo  altre  classi  che  ci  saranno  utili  negli  esempi 
dei  paragrafi  seguenti 

(7)  /i  €  N  .  0  .  Z„  =  re  (a:  e  N  .  ar  <  w) 

(8)  m, w e N .  /w  <C ?i  : 0 : Z  (m,  n)  =  xeixe'N .  tn'^x ..r"^ n) 


(9)  a,  h  e  q  .  a  <C  b 

(10) 

(11) 

(12)  ..... 


'j:a~~b  =  xe(x  eq.  a<i  X  .  r  <ib) 
0:a^  b  =  xe{xeq.  a^  X  .x<,b) 
'j:  a  -*b  =  xe{.r  e  q.  a<x  .x^  b) 
•J  :  a  ^  b  =  xe{x  ^  q  .  a^  X  .  X "^  b) 


X 
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Con  Z„  indichiamo  il  complesso  di  numeri  interi  1,2,  ...w. 

Con  Z  (m,  n)  i  numeri  m,  m  -|-  1,  m  -f  2,  ...  n. 

Con  a~ò  tutti  i  numeri  reali  compresi  fra  a  a  h  gli 
estremi  esclusi,  con  a^b,  a-^h,  a^h,  il  medesimo  in- 
tervallo compreso  a  ed  escluso  b,  compreso  b  ed  escluso  a, 
compreso  a  e  b. 

Dalle  (7),  (8)  risulta  clie  Z  (1, /*)  indica  la  medesima 
cosa  di  Z„. 


§4.  —  Segni  n  ed  u 


a,  6,  e,  d  €  K  .y^x,  (/xeP:^.-. 

1 .  a  r\b  =  x^{x^a  .x^b) 

r.  «  ^ft  .  =  .  are  (:r  €a  .  u  .  o'C /;) 

2.  ab  =  a  r>b 

3.  a;  e  (a^)  :  =  x  :  .r  e  a  .  ./•  e  6 

3'.  x^{a  ^b)  :  =x  :  .r  e  ff .  <-» .  .r  e  Z> 

4.  .t€  ( j[?.r  .  7a-)  :  =  :  a?e {p,}  n  a-e  (r/i) 
4'.  .re  (2?a^  u  gr^.)  :  =  :  ;re  (pi)  u  a-e  («/x) 

5.  a  =  b  .  e  ^=  d  :  <j  :  ac  =  bd 

5'.  «  =  6.c  =  df:3:auc  =  6uf? 

6.  rt?>  =  ba 

6  .  a  'ob  =  b^  a 

7.  abc  =  a{bc) 

7  .  a^  b^  c  =  a  ^  (b^  e) 

8.  (rt  u  è)  e  =  ac  u  èc 

8'.  (aZ/)  V-»  e  =  («  u  e)  (ft  u  e) 


>  (De 


(Dof) 
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9.  a  =  aa 

9'.  a  =  rt  u  a 

10.  a  =  b  .  'j  .a  =  db 
10'.  a=  ò.Q.  «  =  «<-'& 

11.  a;3&.  =  .a  =  ffn/> 
ir.  a  [)  !> .  =  .  ò  =  a  v-ift 

12.  (l'jb  .c^di'jiar'jbd 

12'.  a3è.c3(?:3:rt^c3/>ur7 

13.  «  3  6c  :  =  :  a  y  ò  .  a  3  e 
13'.  ay->b';}c:  =  :a^c.b'jc 


Con  a  n  Z>  indichiamo  la  massima  classe  contenuta  in 
a  e  in  i  (PI);  con  a^b  la  minima  classe  che  contiene 
a  e  b  (2).  Il  segno  r>  si  legge  e,  e  il  segno  u  si  legge  o. 
Chiameremo  a  n  ò  il  prodotto  logico  di  a  per  b,  e  «  «-'  ò  la 
somma  logica  di  a  con  b. 

Scriveremo  (P2),  ab  in  luogo  di  anb  quando  ciò,  per 
altre  convenzioni,  non  possa  dar  luogo  ad  equivoci.  Così 
p.  e.,  se  X,  y  x\  y  sono  numeri  reali,  per  indicare  i  nu- 
meri comuni  ai  due  intervalli  x~~  y,  x  "^  y  scriveremo 
{x" y)n  {x  ~ y)  e  non  {x  —  y)  {x  ~ y)  potendo  questo  in- 
dicare (§  3)  la  classe  i  cui  individui  sono  prodotti  di  un 
numero  di  a*  ~*  v/  con  un  numero  di  x  ""  y . 

Le  P3,  3',  4,  4'  che  esprimono  la  proprietà  distributiva 
del  segno  x  e  rispetto  al  prodotto  delle  classi,  e  del  segno 

are  rispetto  al  prodotto  delle  proposizioni,  giustificano  il 
doppio  uso  dei  segni  n  ed  u  per  le  prop.  e  per  le  classi. 

Le  P5,5'  esprimono  il  principio  della  sostituzione  (Pili). 

Le  P6-8,  6'-8'  esprimono  che  la  somma  e  il  prodotto 
delle  classi  godono  della  proprietà  commutativa,  asso- 
ciativa e  distributiva,  come  per  le  prop.  (PVIII). 
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Le  P9-10,  9-10'  danno  per  le  classi  la  le^ge  di  sempli- 
ficazione (PIX). 

Le  P12, 12, 13,  13'  corrispondono  alle  P Vili,  TX. 


* 
*  * 


Facendo  uso  della  proprietà  distributiva  del  segno  x€ 
rispetto  al  prodotto  e  alla  somma  delle  prop.,  le  defini- 
zioni date  nel  §  precedente  per  le  clfissi  No,  n, ...  pren- 
dono le  forme  più  semplici  seguenti 

n  =  N  w  —  N  u  .re  (ar  =  0) 

n  =  N.,  u  —  N 

r  =  R  vj  _  R  u  ;r^  (.r  =  0) 
q  =  Q  u  —  Q  u  .r€  {.r  :^  0) 
)ì  e  N  .  3  .  Z„  =  N  o  ^  (r  ^  v) 
m,  «  e  N  .»/'«:[):  Z  (m,  w)  =  N  n  .re  {ni  "^  x  .  .r"^  n) 

Analogamente  abbiamo,  p.  e., 

w  e  q  .  3  .  q  n  .re  (j:  >  w)  =  /«  -|-  Q 
M  e  q  .  13  .  q  n  are  (.r  <  n)  =  w  --  Q 


* 
*  * 


Per  mezzo  dei  segni  che  indicano  classi  già  note  e  i 
segni  n  ed  u ,  possiamo  formare  altre  classi.  P.  es.  N2  n  N3 
indica  la  classe  dei  numeri  che  sono  multipli  di  2  e  di  3, 
e  si  ha  che, 

N2nN3  =  Nr.; 


.a^^  «.  .-,m~. 
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Np  r>  (3  +  N)  indica  la  classe  dei  numeri  primi  che  sono 
maggiori  di  3  e  si  ha 

Np  n  (3  -I-  N)  0  (NO  4-  1)  u  (N6  -  1) 

che  esprime  "  Ogni  numero  primo  maggiore  di  3   è   un 
multiplo  di  6  aumentato  o  diminuito  di  1  ;. 
Analogamente 

Npn(4N+l)oN2  +  N-2 

"  I  numeri  primi  della  forma  4x  |-  1  sono  somme  di  due 
quadrati  ^.  • 

N4wN6  indica  la  classe  dei  numeri  che  sono  multipli 

di  4  o  di  fi  e  si  ha 

N4uNfioN2 


4?  r,.    -  Segno  -. 


a,hf  r  e  K  .px£  P  :  'J  ■'■ 

1.  X  -  ^a  .^-^  X  '~  ix  €  a) 

2.  -  rt  =  .re  {x  -  e  (() 

3.  xe{-a}  .=  T  .X  -  €n 
3i.  -  {xe  (px))  =  xe  (-  pxì 

4.  -(-«)  =  « 

5.  a'jb  .  =  .  'h'j-  a 

6.  a  =  h.  =  .'a^-h 

7.  -  (ab)  =  -  a^'h 
r.  .{auh)  =  'a'b 

8.  ab<jc:  =  :a'jr^  'b 
8'.  aOftw^.  =  .r«-r36 


(Def) 

(Def) 

[PI,  2  .  0  .  P3] 
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9.  aò  3  e  :  =  :  rt  -  e  3  -  7; 

9'.  n  'j  h  <J  e  .  =  .  -  e  'j  h  ^  -  a 

10.  a'  a  =  b-  h 
10'.  rtu-  a  =  h^-h 

11.  .r€(r<-rt).=a-.A 

1  r.    a:  e  (a  u  -  a) .  =  X  .  -  A 

Scriviamo  (PI)  il  segno  x  -  ta,  che  si  legge  "  x  non  è 
un  a  „,  in  luogo  della  negazione  della  prop.  xea.  Così 
p.  es.,  scriviamo  1/2  -  €  N  in  luogo  dii-  (1/2  e  N). 

Essendo  a  una  classe  con  -  a  (P2),  indichiamo  la  classe 
costituita  da  tutti  gli  individui  x  i  quali  non  apparten- 
gono ad  a.  Così,  p.  es.,  con  -  N  indichiamo,  senza  alcuna 
restrizione,  tutte  le  cose  che  non  sono  numeri  interi.  Per 
non  dar  luogo  a  discussioni  metafisiche  sulla  classe  to- 
tale 0  su  altre  questioni  di  importanza  minima,  sarà  utile 
unire  la  classe  -  a  ad  un'altra  classe  h  per  mezzo  del 
segno  r\ .  Così  p.  es.,  con  R  n  -  N  indichiamo,  la  classe 
dei  razionali  che  non  sono  numeri  interi;  con  (1 -|- N)  n 
-  [(1  -f-  N)  X  (1  -f-  N)J  i  numeri  interi  maggiori  di  1  che 
non  sono  prodotti  di  due  numeri  maggiore  di  uno.  Si  può 
porre 

Np  =  (1  -j-  N)  n  -  [(1  -L  N)  X  (1  -f-  N)J 

La  P3  esprime  che  "  dire  che  a?  è  un  -a  equivale  a 
dire  che  x  non  è  un  a  „. 

Le  P5-7,  7'  corrispondono  alle  PV.  La  P5  esprime  che 
"  Dire  che  ogni  «  è  un  6,  equivale  a  dire  che  ogni  -  6  è 
un  -  a  „.  Le  P7,  7'  esprimono  che  la  negazione  di  un  pro- 
dotto (o  di  una  somma)  è  la  somma  (o  il  prodotto)  delle 
negazioni  dei  fattori  (o  dei  termini). 

Le  PIO,  10',  11,11'  corrispondono  allo  PXL 


<? 


Per  mezzo  del  segno  -  la  definizione  di    Z„   e   Z  (m,  n) 
può  esser  data  sotto  questa  forma 

neN.O.Z„  =  Nn-(>J  +  N) 
m,  n  €  N  .  m  <  n  .  0  Z  (m,  w)  =  N  n  -  (w  —  N)  n  -  (fj  +  N) 

cioè  "  Z,  è  la  classe  dei  numeri  non   maggiori   di  n  „, 
**  Z(m,  n)  è  la  classe  dei  numeri  non  minori  di  w  e  non 
maggiori  di  N  „. 
Analogamente  per  gli  intervalli 

rt,  6  e  q  .  «  <  6  :  3  :  a  ~"  ?>  =  q  n  -  (a  —  Qy)  ^  -  (ft  +  Qo) 

:  0  :  «  •-  è  =  q  n  -  (a  —  Q)  n  -  (6  +  Qo) 

:  0  :  rt  -<  ft  =  q  n  -  (a  —  Qo'  «-^  -  (6  +  Q) 

:^:a^-^^)  =  qn-(rt  —  Q)n-(ò-[-Q) 


Le  PIO,  10'  esprimono  che  è  costante,  il  prodotto  di 
una  classe  a  per  la  classe  -  a,  e  la  somma  di  a  con  -  a. 
La  Pll  esprime  che  la  prop.  x^{a-a)  equivale  qualunque 
sia  X  ad  assurdo.  Abbiamo  convenuto  di  porre  il  segno 
=x  tra  due  prop.  condizionali  rispetto  ad  x;  con  la  Pll 
non  facciamo  niente  in  contrario  a  questa  regola  poiché 
la  prop.  A  essendo  il  prodotto  di  una  prop.  qualunque 
per  la  sua  negazione,  può  esser  ritenuta  come  prop.  con- 
dizionale rispetto  a  qualsiasi  lettera. 


1 
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§  6.  —  Il  nulla  e  il  lutto. 

a,  è,  e  e  K  .  3  .". 

1.  A  =  ^€(A)  (Def) 
1'.    -A  =  ^M-A) 

2.  a  -  a  =  A  2'.     a^-  a  =  -  A 

3.  rt  =  A  :  =  :  ^  €  a  .  =  X  A 

[§  2,  P8  .*.  0  .'.  a  =  «  -  a  :  =  :  ^  e  rt  .  =x  .  xe{a-  a). 
PI,  2  .-.  0  .-.  P3] 

4.  a-  =  A:'=:^^««~  =  a:A 

5.  rt  A  =  A  5'.     a  u  -  A  =  -  A 

6.  a-A  =  a  6'.     auA  =  rt 

7.  «DA=.«  =  A  7'.    -AD«.  =  .a  =  -A 

8.  «  oZ<  .  =  .  « -0=-- A         8'.     «Oi.  =  .òu-a  =  -A 

9.  «u6  =  A:  =  :«  =  A.'^  =  A 

10.  au6-  =  A:  =  :«-  =  A.^-^>"=A 

11.  rt  =  A  •  ^- ''=  A  :  D  :  «^  =  A 

12.  rtè-==A:0:«-=A.^-  =  A 

13.  ab  =  A-'D-in^h) 'b  =  a 

[Hp  .  P8  :  3  :  «  0  -  ^  .  §  4,  Pll  :  0  :  «  =  rt  -  i  .  P2,  6' 
:3:a==(a-è)u(fe-?,):rj:Ts] 

La  prop.  A  (assurdo)  e  condizionale  rispetto  a  qua- 
lunque lettera,  quindi  xe  (a)  rappresenta  una  classe,  che 
conveniamo  (PI)  di  indicare  ancora  col  sej^no  A  che 
leggeremo  nulla.  Il  segno  -  A  può  leggersi  tutto.  Le 
prop.  2,  2'  esprimono  che  il  prodotto  della  classe  a  per  la 


i 


classe  -  a  è  il  nulla,  e  la  somma  di  a  con  -  a  il  tutto ,  o 

4 

la  classe  totale. 

Il  segno  a  =  A  può  leggersi  "  la  classe  a  e  nulla  „  e 
il  segno  a-  =  A  "  la  classe  a  non  è  nulla  „.  Le  P3,  4 
esprimono  che  "  Se  una  classe  a  e  nulla,  allora  è  assurdo 
ammettere  che  r  sia  un  a  ^.  "Se  la  classe  a  non  è  nulla 
non  è  assurdo  ammettere  che  a;  sia  un  a  „.  In  altri  ter- 
mini "  Dicendo,  a  e  nulla,  esprimiamo  che  non  esistono 
individui  che  appartengano  ad  a,  o  che  a  non  contiene 
individui  „,  "  Dicendo,  a  non  è  nulla,  esprimiamo  che 
esistono  individui  che  appartengono  ad  a,  o  che  a  con- 
tiene individui  „.  Così  p.  es.,  abbiamo 


I 


Np  n  (N«  +  N^)  n  (N4  —  1)  =  A 
N''n(N^  +  N^)-=A 

cioè  "  Non  esistono  numeri  primi  somme  di  due  quadrati 
e  della  forma  4ar —  1  „,  "  Esistono  numeri  quadrati  che 
sono  somme  di  due  quadrati  „. 

Le  P5,  5',  6,  6'  esprimono  che  "  Il  nulla  è  l'assoluto  del 
prodotto  e  il  modulo  della  somma;  il  tutto  è  l'assoluto 
della  somma  e  il  modulo  del  prodotto  „. 

Le  P7-9,  7'8'  corrispondono  alle  PX.  Le  P 10-12  sono 
vere  anche  quando  a,  ò,  e  sono  prop.;  la  PIO  si  ottiene 
dalla  P9  prendendo  le  negazioni  dei  suoi  due  membri; 
la  Pll  è  immediata  consegnenza  dalla  P5;  la  P12  e  la 
contraria  dell'inversa  della  Pll. 

Facilmente  si  ottengono  le  duali  delle  PlO-12  che  però 
non  hanno  importanza  pratica. 

La  PI 3  esprime  "  Se  la  classe  ab  non  contiene  indi- 
vidui, allora  il  prodotto  di  a^è  per  -  b  e  eguale  ad  a  „. 
Questa  prop.  ha  molta  importanza  in  matematica.  Posto 
p.  es. 

q  =  Qvj~QuiP€(ir  =  0) 
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abbiamo  per  la  P13 

Qu  —  Q  =  qnrce(ar-  =  0) 

Q  u  .r  €  (a:  =  0)  =  q  n  -  (_  Q) 

—  Qua7e(a7  =  0)^q  n-Q 
Q  =  q  n  -  (—  Q)  n  r  €  (rr  -  =  0) 

—  Q  =  q'^-Q'^a:€(a7-  =  0) 
a;  €  (a?  =  0)  =  q  n  -  Q  n  -  (—  Q) 

poiché  il  prodotto  di  due  qualunque  delle  classi  Q,  —  Q, 
ar  e  (a?  =  0)  è  eguale  a  nulla. 


*  * 


Per  mezzo  del  segno  A»  esprimiamo  con 

a-&=A,  la-  frase:  Ogni  a  è  un  ò 

ab=A,  7,       Nessun  a  è  un  6  (e  anche,  nessun  6  è  un  a) 

«6  - = A,  j,  Qualche  a  è  un  6  (  ^  qualche  b  e  un  a) 
a-&-=A,      n        Qualcheaèun-è(       „  „     -òèuna). 

Ordinariamente  i  logici  rappresentano  queste  frasi,  or- 
dinatamente, con  le  vocali  a,  e,  i,  o,  e  rappresentano  le 
varie  forme    di    sillogismo    con    parole,    come  Barbara, 

Fcrio,  Darapti ,  prendendo  le  vocali  che  compariscono 

in  tali  parole,  ordinatamente,  come  premessa  maggiore, 
premessa  minore  e  conseguenza  del  sillogismo. 

La  forma  in  Barbara  è  dunque  a-'b  =  A'b-c  =  A'0' 
a  -  e  =  A  che  per  la  P8  diviene,  «  0  fc  .  6  0  e  :  0  :  «  0  e,  che 
è  la  forma  già  da  noi  considerata  per  il  sillogismo.  La 
forma  in  Ferio  è  aò-  =  A.^<^  =  A:D:«"<?~=A,  che 
per  la  P58  del  §  13  del  Gap.  II  e  la  P8  diviene,  «Oc. 
cD-è:0:aO-6  e  questa  coincide  con  l'ordinaria  foima 


<i 
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di   sillogismo.   La   forma  in   Darapti   è,    «O^. 60^:3: 

ac  -  =  A,  che  è  falsa  e  deve  esser  posta  sotto  la  forma, 

ao6.6oc.a-  =  A:D:ac-=Ai  che  col  sillogismo  ha 
più  niente  a  che  fare. 

Chiamando  sillogismo  la  forma  di  ragionamento  espressa 
dalla  formula  a'jb.b<jc:<j:a<jc  è  chiaro  che  la  forma 
Ferio  dipende  dal  sillogismo  e  da  altre  forme  di  ragio- 
namento (PXI). 

La  forma  Darapti  è  poi  falsa.  Essa,  insieme  ad  altre, 
è  chiamata  dai  logici  forma  indebolita. 


* 
*  * 


Dalle  P3,  4  abbiamo  modo  di  esprimere  in  simboli  le 

frasi  "  Esiste  almeno  un  x  il  quale  „,  "  Non  esiste 

un  X  il  quale „,  delle  quali  si  fa  molto  uso  in  mate- 
matica. 

Se  X,  y  sono  numeri  reali  positivi,  q  x<iy^  sappiamo 
che  esistono  dei  multipli  interi  di  x  che  superano  y.  Pos- 
siamo esprimere  ciò  dicendo  che  la  classe  dei  numeri 
interi  n  tali  che  nx'>  y,  contiene  individui  ;  porre  cioè 

N  n  ne  {nx  >$/)-==  A 

e  si  ha  la  prop. 

(1)  ar,  y  €  Q  .  a?  <  j/  :  3  :  N  n  we  (wa?  >  j,')  -  =  A 
Non  volendo  far  uso  della  classe  si  ha  (P4) 

(2)  a?,  1/  €  Q  .  ar  <  y  .-.  3  .-.  ne  N  .  na;  >  y  :  -  =„  :  A 

che  si  può  leggere  *  Se  x,y  sono  numeri  reali  e  ar  -<  </, 
allora  avremo  che;  dire  che  n  è  un  numero  intero  e 
nx  >  f/,  non  è  qualunque  sia  n  assurdo  „,  ed  esprimiamo 
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che,  stando  le  ipotesi  fatte,  "  esiste  almeno  un  numero 
intero  n  tale  che  nx^y  „. 
Analogamente  si  ha: 

(3)  ar,  1/  e  N  .  D  (;r,  y)  =  1  :  0  :  N  n  fTe  [x''  —  1  €  Nf/)  -  =  A 

oppure 

(4)  x,y  €  N  .  D  (a;,  2/)  =  1  .*.  3  .*.  7j  e  N  .  ar"  —  1  e  Ni/  :  -  =  n  :  A 

*  Se  5C  e  !/  sono  numeri  primi  fra  loro,  allora  esiste  al- 
meno un  numero  n  tale  che  a?"  —  1  sia  multiplo  di  j/  „. 
Si  osservi  che  le  Ts  delle  prop.  (l)-(4)  sono  indipendenti 
dalla  lettera  ìi  nel  senso  già  stato  indicato  nel  §  1  di 
questo  Capitolo.    In  generale  sono  indipendenti  da  x  le 

espressioni  xi.  {aj,  aa:=xA,  «x-=*A. 


*  # 


Secondo  le  convenzioni  fatte,  a?/N,  ove  a?  è  un  numero, 
indica  una  classe  di  numeri  tali,  che  dividendo  x  per  uno 
qualunque  di  essi,  si  ottiene  un  numero  intero.  Quindi 
N  n  a;/N  indica  la  classe  dei  divisori  interi  di  x.  Abbiamo 


X 


e  Np  :  0  :  [N  n  aj/N  nt/e{t/-  =  l.t/-  =  a:)]  =  A 


oppure 

a;  e  Np  .'.  0  .*.  y  fc  (N  n  a-/N) .  y-  =  1  .  t/  -  =  .r  :  =  y  :  A 

"  Se  a;  è  un  numero  primo  allora,   non   esistono   divisori 
-di  X  che  sieno  diversi  da  1  e  da  a;  „. 

Si  intende  che  le  frasi  esiste non  esiste significano 

la  classe contiene non  contiene  individui,  e,  con  tali 

frasi,  non  si  allude  affatto  AVesistenza  nel  senso  filosofico. 


(Def) 


§  7.  —  Disgianzìone  completa. 

a,  6,  e  6  K  .  ^i,  g'x  €  P  :  ^  .'. 

1.  aoh  =  x^{x^a  .0  .x^h) 

2.  a;€(«oò)  :  =.r  :a;G  «  .  o  ..r  e  ft 

3.  x €  [px  o  </.t)  :  =  I  :  .r  e  [px) .  o  .  a*  e  (</.,) 

4.  a  o  6  =  (a  -  i)  ^  (/>  -  a) 

5.  '{aoh)  =  {'  ao  h)  =  (r/  o  -  h) 

6.  ah  =^  _S^  .  '^  .  a  ^  h  =^  a  o  h 

7.  a  0  rt  =  A 

8.  rt  o  -  a  =  -  A 

9.  rt  o  A  =  « 

10.  «  0  -  A  =  -  « 

11.  aob  =  boa 

12.  aoboc  =  ao{boc) 


Con  a  o  è  indichiamo  (PI)  gli  individui  x  i  quali  sono 
tali  che  a;  è  un  a  e  a?  non  è  un  6,  o  a?  non  h  nn  a  e  x 
è  un  b.  11  segno  o  si  legge  ancora  aut.  Dalla  P4  risulta 
che  aob  è  la  classe  degli  a  che  non  sono  b  o  dei  b  che 
non  sono  a. 

Le  P2,  3  esprimono  la  proprietà  distributiva  dei  segni 

x€,  x€  rispetto  alla  disgiimzionc  completa.  Le  altro  prop. 
corrispondono  alle  prop.  del  §  14,  Cap.  II. 

§  8.  —  Gli  indici  ai  segni  q  ed  =. 

Sia  «x  una  prop.  condizionale  in  x,  cioè  una  prop.  espri- 
mente   una    condizione  alla  quale  devono  soddisfare  gli 
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enti  (o  l'ente),  rappresentati  dalla  lettera  indeterminata  x. 
Contenga  «x,  come  fattore  logico,  la  prop.  x^u,  ove  u 
è  una  classe  determinata  e  costante,  cioè    indipendente 

da  qualsiasi  ente  variabile.  La  classe  x^{ax)  è  contenuta 
nella  classe  m,  e  può  o  no  contenere  individui  ;  cioè  può 
essere  vera  una,  ed  una  sola,  delle  due  prop. 


(1) 
(2) 


ic€(ax)-  =  A 
a;€(ai)  =  A 


Se  è  vera  la  (1),  allora  esistono  degli  a  che  soddisfano 
alla  condizione  a.r,  e  la  prop.  categorica  a„,  ove  m  è  un 

individuo  speciale ,  è  vera  quando  m  e  (a-  €  («x)),  è  falsa 
quando  m  -  €  (a?  €  («x)).  Se  è  vera  la  (2),  allora  non  esistono 
degli  u  che  soddisfano  alla  condizione  ax,  e  la  prop.  «„ 
è  falsa  qualunque  sia  m. 

Se  ax  è  il  prodotto  logico  di  x^u  per  dx,  ove  a'x  è 
una  prop.  condizionale  in  x  non  contenente  più  il  fattore 
a;  e  M,  allora  alla  (1)  può  darsi  la  forma 


(1)' 


-  (a?  €  t( .  3^  .  -  a'x) 


e  alla  (2)  la  forma 

* 

(2)'  a?  €  w  .  0^  .  -  rt'x 

Se  essendo  vera  la  (1),  la  classe  x^{ax)  prende  il  suo 
massimo  valore  w,  cioè  se  x^{ax)  =  u,  allora  abbiamo  che 

(3)  a;  €  M  .  Q^. .  a'x 

P.  e.  la  prop.  condizionale  a;  €  N  .  a?  >  7,  soddisfa  alla 
condizione  (1),  che  posta  sotto  la  forma  (1)'  esprime  "  non 
è  vero  che  qualunque  sia  il  numero  intero  x,  x  non  è  o 
eguale  o  maggiore  (cioè  è  minore)  di  7  „. 
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La  prop.  condizionale  ar,  i/e  q  .  ar'''  +  /  +  l=0,  soddisfa 
alla  condizione  (2)  che  posta  sotto  la  forma  (2)'  esprime 
"  qualunque  sieno  i  numeri  reali  x,y,  allora  ^^  +  2^»  +  1 
non  è  eguale  a  zero  „. 

Per  la  prop.  condizionale  a:  €  N  .  ar  ^  1  è  soddisfatta  la 
condizione  (3),  poiché  si  ha  sempre  a-e  N  .  3^  .a:^  1. 


* 
*  * 


Se  nella  prop.  ax  0^  bx  non  è  indicato  in  qualche  modo 
a  qual  classe  costante  u  appartengono  gli  x,  allora  la 
prop.  axO^bx  può  esser  ritenuta  come  condizionale,  poiché 
può  esser  vera  per  certi  valori  di  a-,  falsa  per  certi  altri. 
Così  p.  e.  la  prop. 

(1)  ^  +  ^  =  !/  +  ^.Dx,,,z.^  =  2/ 

è  vera  quando  x,  tj,  z  sono  numeri  reali,  è  falsa  quando 
a?,  y,  z  sono  individui  di  una  classe  di  grandezze  per  le 
quali  la  differenza  di  due  individui  della  classe  non  è  un 
unico  individuo  della  classe. 
In  luogo  della  (1),  scriveremo 


(2) 


^  +  ^  =  t/-t--r.3.ar  =  y, 


lasciando  quindi  al  segno  0  gli  indici  (espliciti  o  sottin- 
tesi) solo  quando  la  prop.  è  categorica.  Per  la  forma  (2) 
si  ha,  p.  e., 

(3)  ^»y,^eq:Dx,y,,:a;  +  ^  =  y-|-^.r^.^=,y 

che  corrisponde,  come  vedremo,  all'ordinaria  forma 
a?,  J/,  ^€q  .  ar  +  2r  =  f/ +2r  :  0,  y  _^  :  2r==2^. 

Se  nella  Ts  della  (3)  si  ponesse  la  (1),  si  avrebbe  una 


nix 


90 


Capitolo  III 


prop.  con  l'Hp  condizionale  e  la  Ts  della  forma  assegnata 
alle  prop.  categoriche,  quindi  una  prop.  di  forma  attual- 
mente priva  di  significato. 


* 


Ammettiamo  che  la  prop.  axOx^x  sia  categorica,  e 
quindi,  o  vera  o  falsa,  quando  in  essa  è  in  qualche  modo 
indicato  a  qual  classe  appartengono  gli  enti  x. 

Nelle  forme  ordinarie  indichiamo  a  qual  classe  appar- 
tengono gli  X  ponendo  nell'Hp  ax  della  prop.  «x  Ox  ^^*»  il 
fattore  x€u.  Ciò  facciamo,  p.  e.,  scrivendo 

(1)  x,y€Q.x<^ij:'j:z€N.zx>i'.-  =z  A 

A  questa  per  la  PXI  del  Cap.  11  si  può  dare  la  forma 

(2)  a?  <  y  :  0  .'.  2;  €  N  .  za;  >  y  .  -  =3  A  :  ^  :  -  (^,  2/  e  Q) 

Le  (1),  (2)  sono  equivalenti,  ma  nella  (2)  l'ipotesi  re- 
lativa alla  natura  degli  ar,  y  è  espressa  sotto  una  forma 
troppo  diversa  dall'ordinaria. 

Noi  faremo  uso,  in  generale,  della  forma  (1). 


* 
*  * 


Di  tutte  le  precedenti  convenzioni  ci  varremo  per  sta- 
bilire le  leggi  alle  quali  soddisfano  gli  indici  al  segno  3  e 
quindi  al  segno  =. 

Le  Ppl-11,  ammesse  nel  Cap.  II  sono  vere  quando  a, 
hj  e  sono  prop.  categoriche  e  quindi  della  forma  gene- 
rale px  Ox  </.<•  Tra  queste  le  prop. 


[1]        rtO« 
[2]         a  3  aa 


(Ppl) 
(Pp2) 


Le  Classi 


91 


[3]  ab'j  a 

[4]  ab  3  ba 

[5]  abc  0  a  (bc) 

[6]  -(.a)  =  a 


(Pp3) 

(Pp4) 

(Pp5) 

(PplO) 


sono  vere  quando  a,  b,  e  sono  classi  e  il  segno  o  si  legge 
è  contenuto.  Ora  sappiamo  (§  3)  che  dalla  prop.  catego- 
rica Ox  0^  bx  si  passa  alla  relazione  tra  classi  xl{ax)':^£{bx); 
e  viceversa  (§  2)  dalla  relazione  tra  classi  w  3  v  si  passa 
alla  prop.  categorica  a;  e  a  .  3,  .  a:  e  r.  Le  prop.  [l]-[6]  sono 
dunque  vere  quando  al  posto  di  a,  ò,  e  si  pongono  delle 
prop.  condizionali  qualunque,  dando  al  segno  3  gli  indici 
convenienti.  Così  p.  e.  per  la  [4]  si  ha  «x  6x .  O, .  6x  «x  e 
lo  stesso  per  le  altre. 


* 
*  * 


Le  proposizioni 

[7]        a  0  ò  .  0  .  «e  3  èc 
[8]         aD&.^3c:3:a3^ 
[9]        «  D  '> .  3  .  -  è  0  -  a 


(Pp7) 

(Pp8) 

(Ppll) 


« 

sono  vere  quando  a,  b,  e  sono  classi  e  il  segno  3,  prece- 
duto e  seguito  dal  gruppo  massimo  di  punti,  si  legge  si 
deduce  e  gli  altri  segni  3  si  leggono  è  contenuto. 

Ponendo  al  posto  di  a,  b,  e  delle  prop.  condizionali, 
possono  darsi  vari  casi,  dei  quali  esamineremo  i  prin- 
cipali. 

Alla  prop.  [7]  possiamo  dare  la  forma; 

L7]i  ax,  y  Ox  bx,  y  .  Oy  .  Ux,  y  Cx,  y,  z  Ox,  z  f>x,  y  Cr,  y,  z. 

In  questa  ponendo  al  posto   di  y  una   costante   w,  e 
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sopprimendo,  in  conseguenza,  l'indice  v/,  e  ponendo  poi  y 
al  posto  di  z,  abbiamo 


[7J' 


«a  Ox  ftx  .  0  .  ax  Cx,  y  Ox,  y  ^x  Cx,  y 


che  corrisponde  esattamente  alla  [7]  nella  quale   «,  h,  e 
sieno  classi. 

Per  la  [8]  {sillogismo),  abbiamo  le  due  forme 
rSJi  ax,  y  Ox  K  y  -bx.y  Q^  Cx,  y  :  Dy  :  ax,  y  0^  Cx,  y 

[8]2  «*,  y  Ox  K  y  .  ^x,  y  Ox,  y  Cx,  y  :  Oy  '  «x.  y  3,:  Cx,  y 

Ponendo  nella  [8J,,  o  [SJg  una  costante  m  al  posto  di 
Vf  si  ha 

f^J'  «^  Ox  àx.bxQj^Cx  :  0  :  Ux  0^  Cx 

che  corrisponde  alla  [8]  nella  quale  a,  b,  e  sono  classi. 
Analogamente  abbiamo  per  la  [9], 

C^J»  «'.  y  Dx  ^.T,  y.Oy'  K  y  0^  -  Ux,  y 

dalla  quale  per  y  costante  si  ha 


* 


Le  proposizioni 

[10]        a  .  a  0  6  :  3  :  è 
[11]        ft.O.aDaò 


(Pp6) 
(Pp9) 


sono  prive  di  significato,  comunque  si  legga  il  segno  o, 
quando  a,  h  sono  classi. 

Consideriamo  i  casi   seguenti  quando  a,h  sono  prop. 
condizionali. 
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Per  la  prop.  [10],  abbiamo 
[l^li  «X  .  ax  0^  ex  ;  0^  ;  ht. 

Ricordando  ora  che  la  prop.  condizionale  ax  si  può 
sempre  porre  sotto  la  forma  x  €  u,  ove  u  è  una  classe, 
poiché  ax  =  a?€(are(ax)),  la  [10],  prende  la  forma 


o  anche 
[10],' 


a?  €  M  :  ar  €  M  .  0^  .  ic  €  V  .*.  0^  .'.  a:  e  «; , 


a:6M.  wOt?  :  3  :x^v 


che  è  la   forma   di    sillogismo   già    dimostrata   nel  §  2 
(Gap.  Ili,  P9). 

Per  la  prop.  [11]  abbiamo 


[ll]i 


^y  .  Dy  .  ax,  y  0^  ax,  y  hy 


che  per  y  o  x  costante  prende  le  due  forme 

[l^V  ^x  .  D^  .  a.T  0  r/x  ex 

[lljr  6.D.«xDa;ax6. 


* 


Ecco  alcune  conseguenze  delle  precedenti  proposizioni. 

Consideriamo  p.  e.,  la  P6  del  §  3,  Cap.  IL  Ponendo  al 
posto  delle  a,  b,  e  delle  prop.  condizionali,  può  il  lettore 
ripetere  facilmente  le  dimostrazioni  delle  prop.  (aKe),  e 
quindi  della  P6  che  diviene  : 

^^)  «X,  y  Ox  bx,  y  .  Cy  :  0,,  :  ux,  y  0^  bx,  y  ry 

che  per  //  costante  da 

(2)  a»  Da  òx  .  e  :  3  :  ox  Ov  bx  e 
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e  quest'ultima  esprime  che  "  Si  può  moltiplicare  la  Ts 
di  una  prop.  per  una  prop.  categorica  vera  „. 


* 
*  * 


Ripetendo  la  dimostrazione  data  al  §  4,  Gap.  11  per  le 
prop.  II,  III,  abbiamo  la  prop. 


(1) 


ax.Oj..  bx,  yOyCx^yl^iax  hx,  y  03-,  j,  Cx,  y 


che  dà  l'importante  regola  di  fare  entrare  o   uscire   un 
fattore  dall'Hp,  quando  il  segno  0  ha  degli  indici. 
Ponendo  nella  (1)  al  posto  di  i/  una  costante,  abbiamo 


(2) 


ax  -Ox  'bxO  cx  :  =  ax  bx  Oa:  ^x 


e  di  questa  prop.  abbiamo  sempre  fatto  uso  negli  esempi 
contenuti  in  questo  libro,  poiché  quando,  p.  e.,  dalla 
prop. 

facciamo  uscire  il  fattore  x  =  t/  dall'Hp,  dobbiamo  scri- 
vere 

^*  !/  ^^  •'•  Dt,  y  -'-  X  =  ij  :  'J  :  X  '  >  ij  .  X  '  <  ij. 

Ponendo  nella  (1)  al  posto  di  tj  una  costante   e    cam- 
biando poi  ff  in  X  abbiamo 


(3) 


a  .'J  .bxO^Cx:  =  :  abx  Ox  c^- 


Di  questa  forma  abbiamo  fatto  uso,  p.  e.,  per  dimo- 
strare la  P9,  §  2,  Gap.  III.  Si  osservi  che  tale  prop.  è 
identica  alla  [10]/  di  questo  §,  e  la  [10],'  è  evidentemente 
conseguenza  della  (1),  della  quale  ci  siamo  serviti  per 
dimostrare  la  P9  del  §  2. 
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* 


Ammesso  in  generale  che  la  prop.  categorica  Ox^xbx 
debba  contenere  l'ipotesi  relativa  alla  natura  degli  x,  e 
che  tale  ipotesi,  {x  e  u),  debba  esser  contenuta  nella  Hp 
della  prop.  axOxbx,  possiamo  ammettere  che  la  Ts  di 
una  prop.  categorica  non  possa  contenere  più  lettere  in- 
determinate della  Hp. 

L'Hp  può  però  contenere  più  lettere  della  Ts  come 
p.  e.  nella  prop. 

(a)  ^^y.^^q'X>y.y>z:'Jx,y,z''X>z. 

Si  possono  cioè  avere   prop.   éategoriche  della   forma 

^x,  y  Da-,  y  bx. 

Queste  possono  esser  ridotte  alla  forma  normale  i^xD^^^x, 
mediante  la  formula 

(1)  «X.  y  0;,,  ybx  :=  :  ax,  y  '  =y  K  .  ':)^  .bx 

che  si  dimostra  con  la  catena  di  equivalenze 

L«x,  y  Di,  V  *a:  :  =  :  «X,  y  -  òx  =  X,  y  A  :  =  :  -  ftx  «x,  y  Ox,  y  A  :  =  : 
-  ^x  •  Ox  •  «X,  y  Oy  A  :  =  :  -  ex .  3x  .  «X,  y  =y  A  :  =  : 

«X,  y  -  =  y  A  .  Dx  .  M 

Gosì  la  (a),  prende  la  forma 

a:,  0  €  q  :  y/  e  q  .  a:  >  «/  .  2/  >  2;-.  -  =y  A  :  Ox,  =  :  ^  >  ^ 

che  si  legge  "  ^e  ìe,  z  sono  numeri  reali,    ed   esiste   un 
numero  reale  y  tale  che  :r  >  y/  e  «/ >  2^,   allora  avremo 

che  a;  >•  2r  „ . 

Abbiamo,  p.  e.,  dimostrato  nel  §  12,Gap.  il  (pag.  52),  che 

(P)  ar,  1/  6  N  :  0  :  r  €  N  .  ary  =  D  (a:,  5/)  X  m  (a:,  1/)  X  r .  -  =r  A 
(Y)      ^,y,r^'^.xy=J){x,y)Xm{x,y)Xr'.^:r=l, 


i"**^..n    s^T  n«fliiB-r-      iji  ts     «'%~'«^3»"i#«:s«BeS:liKg^ 
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Dalla  (t)  si  deduce  facilmente  la  prop. 

W  a?,  f/,  r  e  N  .  a:«/  =  D  (a?,  i/)  X  m  (a?,  t/)  X  r  :  0  : 

xy  =  l)  {x,  y)  X  m  (a-,  j/) 

Facendo  per  questa  uso  della  (1)  si  ha 

(y)"  a-,  y  e  N  :  r  e  N  .  a;,  2^  =  D  (ar,  «/)  X  m  {x,  y)  X  r  -=r.'.  3.'. 

a?f/  =  D  (ar,  t/)  X  m  (ar,  f/) 

Moltiplicando  i  due  membri  della  (3)  per  a?,  y  €  N  e 
prendendo  la  prop.  così  ottenuta  e  la  (y)"  come  premesse 
di  un  sillogismo  si  ha  come  conseguenza, 


(&) 


^,  2/  e  N  .  0  ,  ary  =  D  (a?,  2/)  X  m  (a;,  2/) 


Così  la  prop.  (6)  è  stata  dimostrata  facendo  uso  com- 
pletamente delle  regole  del  simbolismo  logico,  cosa  che 
non  abbiamo  fatta  nel  §  12,  non  avendo  voluto  far  uso  di 
regole  sugli  indici,  che  non  potevano  essere  perfettamente 
intese  in  quel  punto. 


* 


In  seguito  alla  P54  del  §  12,  Gap.  II  possono  porsi  le 
prop. 

(b).     a  .  0  .  -  a  =  A 

[P48,  52  :D:«-aoA.Pll:r):«.0.-rtDA. 

P52:0:(b)] 

(e).     -  a  =  A  .  3  .  a 

[P5  .-.  D  .-.  -  A  0  «  .  -  A  :  0  :  «  .  P51,  V  .-.  0  .-. 
-aDA.D.a.P52.-.  o.-.(e)] 

55,    o,  =  .-a«=A  [W.(e).0.P55] 
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56.     a  .  ==  .  a  '  =  /^ 

'  '  a 


a 


P55  :  0  :  -  «  .  =  .  a  -=  A  .  P  V  :  3  :  P56] 


56i.   a-  =  A.  =  .-a^A 

[P55,56,in.o.P56J 

Queste  prop.  non  le  abbiamo  poste  prima  di  parlare 
esplicitamente  degli  indici  per  non  dar  luogo  ad  equivoci. 

Ponendo  al  posto  di  a  una  prop.  condizionale  «x,  le 
P55,  56,  56i  divengono 

1.       flfx  •  ==x  .  ■"  Ox  =  A 

^.       ttx  .  =^x  .  tìfx  "  =  A 

3.     ax  -  ==  A  .  =x  .  -  «X  =  A 

La  PI,  p.  e.,  esprime  che  la  prop.  condizionale  ax  equi- 
vale qualunque  sia  x  alla  prop.  condizionale  -  «x  =  A. 
Sarebbe  errore  porre  al  segno  =  di  -  «x  =  A  l'indice  x, 
poiché  allora  si  direbbe  che  "  affermare  a^  equivale  ad 
affermare  che  non  esistono  x  i  quali  soddisfino  alla  con- 
dizione -  «^  „,  il  che  è  falso. 

Si  osservi  che  il  gruppo  delle  PI,  2,  3  rappresenta  l'or- 
dinario modo  di  riduzione  all'assurdo,  e  la  precedente 
osservazione  indica  chiaramente  di  quali  precauzioni  ai 
debba  far  uso  per  adoperarlo.  Del  resto  il  metodo  di  ri- 
duzione all'assurdo  può  in  ogni  questione  esser  sostituito 
dai  metodi  di  dimostrazione  del  Gap.  IF. 


■)'l-tr-.-M..,i' 


BORAIJ-FORTI 


-  Ht  '  p*   4|^J  jir    -Mv/fiìi,")'    "  »*«»i«iMr  ^H' mmf'!»^  ms*  ■'"««•«W  «■^ 
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Capitolo  IV. 


-A.  pplicazioni- 


§  1.  —  Indiddni  di  una  classe. 

1.  a  =  a  \ 

2.  a  =  c  .h  =  c:<j:a  =  b  [  (Def) 
S.    x  =  a.'j.x€u                                                     ) 

(a),  a  =  ò  .  0  .  6  =  a 

[P2  :.or.b  =  b.a  =  b:'j:b  =  a.Y'ì. FU. •,'j:. (a)] 

4.  a  =  b.===.b  =  a  [(«)-(a,ò)"  =  3-P^J 

5.  a  ==  i, .  è  =  e  :  0  :  a  =  e  [P2  .  P4  :  3  :  P5] 

6.  a  =  b.c  =  d:Q:a  =  c.  =  .b  =  d 

7.  ia  =  a:e{a:  =  a)  (Def) 

8.  ar  e  i  a  =  a;  €  (i  a)  (Def; 

9.  x£\a  .  =  .X  =  a 

10.     ar-€ia.  =  .are-ia.  =  .ic-  =  a 


Se  a,  b  sono  individui  di  una  classe  u,  esprimiamo  che 
a  h  eguale  a  b  scrivendo,  a  =  b.  Se  la  classe  u  che  con- 
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sideriamo  non  può  esser  definita  ricorrendo  ad  altre  classi 
note,  allora  definiamo  la  relazione  espressa  dal  segno  = 
mediante  le  proprietà  espresse  dalle  Pl-H.  La  PI  esprime 
che  "  ogni  cosa  è  eguale  a  se  stessa  ,,  la  P2  che  "  Se 
due  cose  sono  eguali  ad  una  stessa  cosa,  allora  la  prima 
e  eguale  alla  seconda  „  la  P3  che  «  Se  una  cosa  x  può 
esser  detta  eguale  ad  un  individuo  a  di  u,  allora  x  è 
un  w  ,. 

Quando  definiamo  p.  e.  la  classe  N  non  ricorrendo  ad 
altre  classi  note  (Vedi  §  6),  ammettiamo  che  per  l'egua- 
glianza sieno  soddisfatte  le  proprietà  espresse  dalle  Pl-3 
Definendo  ogni  razionale  come  funzione  min  di  una  coppia 
(m,n)  di  numeri  interi,  allora  possiamo  chiamare  eguali 
1  razionali  7nln,  m'In,  quando  mn=nm.  Per  l'egua- 
glianza così  definita  sono  vere  le  Pl-3  (§  7). 

Le  proprietà  del  segno  =  espresse  dalle  PI,  4,  5  pren- 
dono, rispettivamente,  i  nomi,  riflessiva,  simmetrica,  tran- 
stttra.  La  P5  esprime  che  il  principio  della  sostituzione  e 
vero  per  l'eguaglianza  definita  dalle  Pl-3. 


* 
*  * 


Il  segno  i,  iniziale  della  parola  tace;,  può  leggersi  isos, 
be  a  e  un  individuo  di  u,  con  la  indichiamo  (P7)  la  classe 
degli  X  che  sono  eguali  ad  a.  Quindi  (P8,  9)  a:eia  indica 
la  medesima  cosa  del  segno  ^  =  a.  Il  segno  =  resta  così 
decomposto  nei  due  segni  e,  i. 

Se  u,  V  sono  classi  e  la  classe  unv  contiene  il  solo  indi- 
viduo a,   scriviamo   uv  =  xa  e  non  uv  =  a,  poiché  sotto 
questa  forma  si  avrebbe,  xe{uv)=^xea,  e  xea  non  ha 
ricevuto  significato,  non  essendo  a  una  classe.  Così,  p.  e. 
scriveremo  '         ' 

Z3  =  ilui2ui3 


-I    s,'*     ^_    ^   ■~"^"-^"«.*-SÌ'iS*i*-«Sitì^l*»^iWEMfeHWi;-*'m^ 
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e  non  Z3  =  1  u  2  u  3.  Per  le  classi  r,  q,  (pag.  78),  possiamo 
scrivere  più  semplicemente 

r  =  Ru  — RuiO 
q  =  Qu— QuiO 

cioè,  p.  es.  "  q  è  la  classe  degli  individui  che  sono,  0  numeri 
reali  positivi,  o  numeri  reali  negativi,  0  sono  eguali  a 
zero  „. 

Abbiamo  p.  es. 


Np  =  (l+N)n^'6J(l/,2r)€(f/,2r€N.t/2:  =  a;)=l(l,a')ui(a:,l)j 

"  Np  è  eguale  alla  classe  dei  numeri  x  tali,  che  le  coppie 
di  numeri  t/,  z  il  cui  prodotto  è  x  sono  eguali  ad  {ì,x)  o 
eguali  ad  {x,ì)  „. 


§  2.  —  Numero  degli  individui  di  una  classe. 

Sia  n  un  numero  intero  maggiore  di  1,  e  Sn  indichi  la 
somma  degli  individui  della  classe  Zn  (cioè  la  somma  dei 
primi  n  numeri)..  Volendo  dimostrare  che 


(1) 


Sn  =  w(n  +  l)/2 


possiamo  procedere  nel  modo  seguente: 

(a).  Per  «  =  2  si  ha  dalla  (1),  83  =  8,  cioè  83  =  1+2. 
Dunque  la  (1)  è  vera  quando  n  =  2. 

(P).  Supposto  che  la  (1)  sia  vera  per  il  numero  n  mag- 
giore di  1,  abbiamo  che  S«+i  =  n(«  +  l)/2 +(n  + 1)  = 
(n  +  l)(«  + 2)/2.  Dunque,  la  (1)  ammessa  vera  per  un  nu- 
mero n  maggiore  di  1  è  vera  per  il  numero  n-\-\. 
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Da  (a)  si  ha  che  la  (1)  è  vera  per  n  =  2;  da  questa  e 
da  (3)  si  ha  che  è  vera  pern  =  3  ;  da  questa  e  da  (3)  che 
è  vera  per  n  =  4  e  così  di  seguito. 

Volendo  dimostrare  che  la  (1)  è  vera,  p.  es,,  per 
«  =  25843  occorre  fare  25841  deduzioni  analoghe  alla 
precedente,  e  la  (1)  sarà  così  provata  vera  per  tutti  i  nu- 
meri compresi  fra  2  e  25843,  gli  estremi  compresi;  ma 
non  potremo  aifermare  ancora  che  essa  è  vera  per  i  nu- 
meri maggiori  di  25843,  cioè  non  potremo  affermare  che 
la  (1)  è  vera  qualunque  sia  il  numero  intero  n  maggiore 
di  1. 

Si  ammette  che  la  (1)  sia  dimostrata  vera  dai  ragiona- 
menti (a)  e  (3),  e  diciamo  che,  per  la  dimostrazione,  si  è 
fatto  uso  del  principio  d'induzione  completa,  che  possiamo 
enunciare  in  generale  così: 

Se  una  proprietà  è  vera  per  un  numero  intero  a, 
e  questa  proprietà  ammessa  vera  per  un  numero  h 
eguale  o  maggiore  di  a,  si  può  dimostrare  che  è  vera 
anche  per  h  -\-i,  allora  avremo  che  la  proprietà  con- 
siderata è  vera  per  tutti  i  numeri  interi  eguali  o  mag. 
gìorì  di  a. 


*  * 


Per  tradurre  in  simboli  la  prop.  precedente,  osserviamo 
che  ogni  proprietà  dei  numeri  è  espressa  da  una  classe  di 
numeri. 

Per  Tesempio  precedente  la  classe  da  considerare  è 


(2) 


(l+N)nare(Sx  =  a:(^+l)/2) 


Numeri  interi  x  maggiori  di  1   i  quali  sono   tali   che 
la  somma  dei  primi  x  numeri  interi,  (Sx),  è  eguale  ad 


i^^'Mi^m«^^yif,mée--f^'0^<i»iglmmiti'  *«Wib*^ 
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x{x+l)l2,.   La  prop.  (1)  resta  dimostrata  quando  si 
provi  che  la  classe  (2)  è  eguale  ad  1  +  N. 
Infatti  ponendo  nella  (1)  l'Hp,  essa  diviene 

^€(14-N).O.Sx  =  ar(a:  +  l)/2 
alla  quale  può  darsi  la  forma  (pag.  71,  P4) 

(  1  +  N)  D  ^  (Sx  =  r  (a?  +  1  )  /  2) 
questa  per  la  legge  di  semplificazione  diviene 

1  +  N  =  (14.N)  n  ^(Sx  =  ar(a?+l)/2) 

Indicheremo  con  K'N,  K'R,  K'q, ,  o  anche  semplice- 

mente  con  KN,  KR,  Kq, ,  le  frasi  «  classe  di  numeri  in- 
teri positivi  „  "  classe  di  razionali  positivi  „  «  classe  di 
numeri  reali 

Il   principio   d'induzione,    in   un   caso   particolare      è 
espresso  in  simboli  dalla  prop.  ' 

(3)  w  e  K'N  .  1  e  M  .  M  +  1  3  j, .  r)  .  N  0  w 

'Se  u  e  una  classe  di  numeri,  1  è  un  individuo  di  u  e 
ogni  individuo  di  u  aumentato  di  1  appartiene  ad  u  11- 
lora  avremo  che  ogni  numero  intero  è  contenuto  in  u 

Essendo,  per  ipotesi,  u  una  classe  di  numeri,  si  ha  che 
«  D  N;  moltiplicando  allora  la  (3)  membro  a  membro  con 

^xx      .o"?^?'  «^K'N.o.uoN,  (PVl),  e  riducendo  nel- 
IHp,  (PIX),  si  ha 

(4)  «^K'N.leM.w+l0M:0:N  =  M. 

Le  prop.  (3),  (4)  esprimono  il  principio  d'induzione 
quando  la  proprietà  che  si  considera  è  vera  per  il  nu- 
mero 1.  Quando,  come  per  l'esempio  portato  prima,  la 


proprietà  è  vera  per  numeri  maggiori  di  1,  è  vera  cioè 
a  partire  da  un  numero  qualunque  a,  allora  il  principio 
d'induzione  prende  la  forma: 

(5)  a  e  N .  w  e  K'(a  +  No) .  a€u  .  u  +  lou  lO'-  (a+No)  0  u 

"  Se  a  è  un  numero  intero,  u  è  una  classe  di  numeri  o 
eguali  0  maggiori  di  a,  a  e  un  u,  e  il  successivo  di  qua- 
lunque numero  di  u  appartiene  ad  u,  allora  avremo  che 
ogni  numero  eguale  o  maggiore  di  a  è  contenuto  in  m  ,. 
Posto  nella  (5),  «=1,  soppressa  nell'Hp  la  prop.  vera 
1  €  N,  e  osservando  che  1  -f-  Nq  =  N,  si  ha  la  prop.  (3). 
Vedremo  dalla  teoria  dei  numeri  interi  che  la  prop.  ge- 
nerale (5)  è  conseguenza  della  prop.  (3). 


* 
*  * 


Osserviamo  che  non  bisogna  confondere  il  principio 
d'induzione  matematica  col  principio  d'induzione  dei  lo- 
gici. Questo  è  espresso  dalla  formula  a'jc  .bQc:  =  : 
aub'jc,  (PVII),  ed  è  adoperato,  sotto  una  forma  un  po' 
diversa,  che  potrebbe  chiamarsi  di  induzione  incompleta, 
nelle  scienze  sperimentali.  Verificato,  p.  es.,  che  i  corpi 
che' sono  stati  sottoposti  ad  esperienza  godono  della  pro- 
prietà di  essere  porosi,  concludiamo,  per  induzione,  che, 
tutti  i  corpi  sono  porosi,  comprendendo  nei  tutti  anche 
i  corpi  che  non  sono  stati  sottoposti  ad  esperienza. 

Il  principio  d'induzione  matematica  ha  quindi  niente 
a  che  fare  col  principio  d'induzione  dei  logici  {composi- 
zione per  somma)  e  potrebbe,  più  propriamente,  esser 
chiamato  principio  di  deduzione  completa,  poiché  con  esso 
si  ammette  vera  una  proprietà  che  sembrerebbe  tale  solo 
dopo  un  numero  infinito  di  deduzioni. 


-.w>.?t.<«,.<:MD«tWIMM 
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* 
*  * 


Del  principio  d'induzione  matematica,  o  principio  di 
deduzione  completa,  abbiamo  fatto  uso,  ammettendo,  p.  es., 
la  regola  PoUsillogismo  (PI)  con  un  numero  finito  qua- 
lunque di  premesse.  Ne  abbiamo  fatto  uso  per  definire  i 
segni  abc,  abcd,  abcde, 


* 


1 .  num  11  =  0  .  =  .  a  =  A 

2.  num  ti  =  m  .'.  = .'.  u  '  =  A  :  X  e  u  .  Ox  • 

num  {un-  ix)  =  m~ì  >  (Def) 

3.  num  M  =  00 .'.  ^=  .*.  /i  €  No .  num  u—  n  :  = 

4.  num  M  €  N  .*.  =  .•.«€  N  .  num  u  =  «  :  -  =„  :  A 

5.  num  e<  €  (N  u  i  0  u  i  OO) 

[{a).Hp.P2,4  .  u  -  =.A  .'•  n  e  N.num  u  =  n:-=^: 

A  :  :  D  :  :  num  m  e  N 
(3) . Hp  .  P3,4  .  i<  -  =  A  /.  n  €  N  .  num u  =  n:  =  ^: 

A  :  :  0  :  :  num ueioo 
(Y) .  Hp  .  (a) .  (3) .  P  Vili,  X  :  0  :  w  -  =  A  .  3  . 

num  w  e  (N  u  i  oo) 
(b) .  Hp  .  PI  :  0  :  w  =  A  .  D  .  num  ueio 

Hp.(Y).(b).PVni,X:3:P5] 

num  u,  num  v  e  Nq  :  0  .'. 

6.  uv  =  A  '0  .  num  (m  u  ^J)  =  num  //  +  num  v 

7.  uv'  =  A-D.     .     .     .     < 


Scriviamo  il  segno  numw  in  luogo  della  frase  numero 
degli  individui  della  classe  u.  Conveniamo  di  dire  che 
(PI),  il  numero  degli  u  e  zero  quando  la  classe  u  e 
nulla.  Diciamo  (P2)  che  il  numero  degli  u  e  eguale  al 
numero  intero  m,  quando  u  contiene  individui  (m-  =  A) 
ed  essendo  x  un  individuo  qualunque  di  u,  il  numero  degli 
u  che  non  sono  eguali  ad  a:  è  eguale  ad  w  —  1.  Diciamo 
(P3)  che  il  numero  degli  u  e  infinito  quando  non  esiste 
un  numero  intero  o  nullo  n  tale  che  num  m  =  n.  Diciamo 
(P4)  che  il  numero  degli  u  e  un  numero  (non  nullo),  o  è 
finito,  quando  esiste  almeno  un  individuo  n  di  N  tale 
che  num  u  =^  n. 

La  P2  ci  da  il  concetto  di  numero  finito  degli  indi- 
vidui di  una  classe,  o  di  classe  finita,  per  mezzo  del  prin- 
cipio di  deduzione  completa.  Dal  significato  di  num  m  =  0 
deduciamo  quello  di  num  u  =  ì,  da  questo  quello  di 
num  «  =  2,  e  così  via. 


* 
*  * 


Ponendo  nella  P2,   1  al  posto  di  m,  abbiamo 

(1)  num  w=  1  .'.  ^1=  ,'.  M-  =  A  : 

X  e  u  .'j^  .  num  (m  o  -  i  a-)  =  0 

Ora  dalla  PI  abbiamo  che  la  prop.  num  (wn  -  i^c)  =  0 
equivale  alla  prop.  un-ia;  =  A;  ovvero  alla  prop.  wj^x. 
La  (1)  diviene 


(2)        num  u  =  l  .'.^:.u-^A:xeu.  o,. .  j^  i 


X 


Moltiplicando  il  secondo  membro  della  (2)  per  la  prop. 
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vera  xeu.'j^.ix'j  u,  (PIV),  e  componendo,  (P VII),  la  (2) 
diviene 

(3)        num  w  =  1  .'.  =  .-.  w  -  =  A  :  ar  €  M  .  3^  .  M  =  lar 

"Dire  che  il  numero  degli  u  e  eguale  ad  1,  equivale  a 
dire  che  la  classe  u  contiene  individui,  e  che  qualunque 
sia  l'individuo  x  di  ii,  la  classe  u  e  eguale  alla  classe 
degli  eguali  ad  a;  „. 

Dunque  il  numero  degli  u  come  è  stato  definito  com- 
prende  solo  gli  individui  distinti  della  classe.  Così,  p.  es, 
il  numero  degli  individui  della  classe  i  cui  individui  sono 
1, 1,  1,  2, 1,  3,  3,  ì  e  tre  e  non  otto. 


§  3.  —  Le  funzioni. 


Ponendo  i  segni,  p.  es.,  sen,  log,  dinanzi  ad  un  deter- 
minato numero  reale,  si  ottiene  un  numero  reale  pari- 
menti determinato  ed  unico.  E  noto  che  diciamo  essere 
i  numeri  sena,  log«,  i  valori  che  prendono  le  funzioni 
senx,  Ioga:,  quando  si  pone  x  eguale  ad  a. 

I  segni  ora  indicati  sono  tali  che  messi  dinanzi  ad  un 
numero  reale  producono  un  numero  reale. 

In  generale  se  a,  h  sono  classi,  scriveremo  6  fa  al  posto 
di,  segno  che  posto   dinanzi  ad  un  a  produce  un  b. 

Abbiamo  p.  es.  che  sen  €(1  h  (_  i)  f  q)  g  leggiamo  "  il 
segno  sen  e  uno  dei  segni  che  posto  dinanzi  ad  un  nu- 
mero reale  produce  uno  dei  numeri  reali  compresi  nel- 
l'intervallo da  1  a  —  1  gli  estremi  inclusi  ;  log  e  (q  f  Q)  e 
leggiamo  "  il  segno  log  e  uno  dei  segni    che    posto    di- 
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nanzi  ad  un  numero  reale  positivo  e  diverso  da  zero,  pro- 
duce un  numero  reale  „. 

Se  M  è  una  classe  sappiamo  che  con  num  u  veniamo 
sempre  ad  indicare  o  un  numero  finito  o  nullo  o  infinito; 
abbiamo  quindi  che,  num  e((N  uiO  oioo)f  K),  cioè  "  il 
segno  num  è  uno  dei  segni  che  posto  dinanzi  ad  una  classe 
produce  un  individuo  della  classe  NuiOui(X)„. 

Se  M  è  una  classe,  sappiamo  che  x^u  q  una  prop. : 
dunque  (j?€)  €(Pf  K)  cioè  "  «€  è  uno  dei  segni  che  posto 
dinanzi  ad  una  classe  produce  una  prop.  „. 

Analogamente  are  è  un  segno  che  posto  dinanzi  ad  una 
prop.  (contenente  la  lettera  x)  produce  una  classe. 

Se  u  è  una  classe,  abbiamo  convenuto  che  K'w  indichi 
una  classe  di  u,  quindi  K'  è  un  segno  che  posto  dinanzi 
ad  una  classe  produce  una  classe. 


* 


Come  si  fa  in  analisi,  si  può  dire  che  ognuno  dei  segni 
che  posto  dinanzi  ad  un  a  produce  un  h,  {h  f  a),  è  un  segno 
di  funzione  che  fa  corrispondere  ad  ogni  a  un  b,  o,  è 
una  corrispondenza  degli  a  nei  b. 

Stabilite,  come  faremo  tra  poco,  le  proprietà  dei  segni 
afa,  avremo  individuato  il  concetto    di   corrispondenza. 


*  * 


Qualche  volta  il  segno  di  funzione  si  pone  dopo  la  va- 
riabile x;  così  p.  es.,  con  xl  indichiamo  il  fattoriale  di  x. 

Se  a,  b  sono  classi,  con  bja  potremo  indicare  "  segno 
che  posto  dopo  un  a  produce  un   è  „  e  si  ha,  p.  e.,  che 

!  e(NjN). 
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Altri  segni,  pure  adoperati  in  matematica,  come  i  segni 
di  esponente,  non  appartengono  alle  due  classi  ora  con- 
siderate. 


* 


x,%j€a.x^ij:':)^^y:fx  =  fy 

'2.     f  ^hi  a  .  ":)  .  fa  =  ij  e  ix  e  a  .  fx  =^  y  :  -  =  X  :  K)  )  (Def) 
3.     f^{hfa)^\m  ::  =  ::  febf  a  :.x,yea  .x -  =  tj 

La  PI  si  legge  **  Dire  che  f  e  un  segno  che  posto  di- 
nanzi ad  un  a  produce  un  b,  equivale  a  dire  che:  qua- 
lunque sia  Vx  appartenente  ad  a,  fx  appartiene  a  6;  e  che 
qualunque  sieno  gli  individui  x,  y  eguali  di  a,  allora  sono 
eguali  gli  individui  corrispondenti  fx  e  /*</„. 

Abbiano,  p.  e. ,  tange  [q  f  (q  n  -  (2  n  +  1)  ''^/2)] ,  mentre 
tang  non  è  q  ^  q ,  poiché  tang  x  è  infinita  e  indetermi- 
nata quando  x  è  uno  dei  numeri  (2n  +  l)Tr/2. 

Ammettiamo  con  la  seconda  parte  della  PI  che  una  cor- 
rispondenza degli  a  nei  b  sia  sempre  tale  che  ad  individui 
eguali  di  a  corrispondano  individui  eguali  di  b.  A  questa 

condizione  soddisfano,  p.  es..  le  funzioni  log,  sen,  tang, , 

num,  a:€,  a;€, 

La  P2  si  legge  "  Se  /"  e  un  segno  di  corrispondenza 
degli  a  nei  6,  allora  con  fa  indicheremo  la  classe  degli 
individui  y  tali  che  si  può  sempre  trovare  almeno  un  in- 
dividuo a?  di  a  per  il  quale  si  ha  che  fx^y  ^.  In  altri 


termini  con  fa  indichiamo  il  complesso,  (classe),  dei  valori 
che  prende  fx  quando  x  prende  tutti  i  valori  di  a. 

Così,  p.  es.,  con  sen  q  indichiamo  il  complesso  dei  va- 
lori che  prende  la  funzione  sen  x  quando  al  posto  di  x  po- 
niamo tutti  gli  individui  di  q  ;  abbiamo  sen  q  =  1  h  ( —  1). 
Analogamente    log  Q  =  q  ;  tang  (  q  n  -  (2  w  +  1)  ir/2  )  =  q. 

Della  convenzione  espressa  dalla  P2  si  è  già  fatto  uso 
quando  si  è  indicato  con  Na;  la  classe  dei  multipli  di  a*, 
con  2  N  —  1  la  classe  dei  numeri  dispari,  con  N^  -j"  N*  la 
classe  delle  somme  dei  quadrati  ecc....  (vedi  pag.  74). 


* 
*  * 


Il  complesso  di  segni  fe{bf  a)  Sim  si  legge  "  /"  è  una 
corrispondenza  simile  degli  a  nei  b  „. 

Con  la  P3  esprimiamo  "  Dire  che  f  e  una  corrispon- 
denza simile  degli  a  nei  b  equivale  a  dire  che,  f  e  una  cor- 
rispondenza degli  a  nei  b,  e  che  qualunque  sieno  gli  indi- 
vidui X,  y  non  eguali  di  a,  anche  fx  e  fy  sono  non  eguali  „ . 

Così,  p.  es.,  sen  non  è  una  corrispondenza  simile  dei  q 
nei  q,  poiché,  p.  e.,  la  funzione  seno  di  uno  qualunque  dei 
numeri  della  classe  i  2  mr  4"  W^  (  ^  j  (2  n  —  1)  ir  —  Tr/6  j  è 
eguale  ad  1/2. 

Il  seno  è  invece  una  corrispondenza  simile  tra  i  numeri 
della  classe  0  ^  tiI2  e  i  numeri  della  classe  Q  o  0  ^  1  ;  cioè 
si  ha  sen  e  [Q  f  0  H  Tr/2]  Sim,  e,  sen  e  [(0  h  l)  f  (Q  h  Tr/2)]  Sim. 
Si  ha  pure  che,  log  e  (q  f  Q)  Sim. 

La  corrispondenza  che  si  stabilisce  tra  i  lati  e  gli  an- 
goli di  due  poligoni  simili  è  una  corrispondenza  Simile. 

La  PI  definisce  la  corrispondenza  qualunque  ;  la  P2 
definisce  il  segno  fa;  eia.  P3  definisce  la  corrispondenza 
Simile. 


U 


«'■"'.i 


i*>  r^J'^iììL^^t^  .O'ì'^iiL^J^'.ì! ..i,itL. 
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Il  segno  di  funzione  ora  introdotto  permette  di  espri- 
mere m  simboli  molte  frasi  delle  quali  si  fa  spesso  uso  in 
matematica. 

Occorre,  p.  e.,  in   analisi   definire  la  funzione  reale  e 
monodroma  di  una  variabile  reale.  Se  con  fx,  o,  come  si 
fa  ordinariamente,  con  f{x\  si  indica  la  funzione  reale  e 
monodroma  della  variabile  reale  x  che  si  considera,  ab- 
biamo che  le  proprietà  che  devono  verificarsi  per  il  segno 
fx  sono  le  seguenti:  1»  Per  ogni  numero  reale  a,  fa  deve 
rappresentare   un   numero  reale,  cioè,  a  €  q  .  o„  .fa  €  q; 
2-  Se  a,  h  sono  numeri  reali  eguali  anche   fa  \  eguale 
ad  fh,  cioè,  a,  6  €  q  .  a  =  6  :  3^^  ,  :  f  «  =  f  è.  Confrontando 
queste   prop.  con  la  P 1  di  questo  § ,  deduciamo   che  il 
segno  fh  un   q  f  q ,  cioè  una  corrispondenza  tra  numeri 
reali  e  numeri  reali.   Dunque  in  luogo  di  funzione  reale 
dt  una  variabile  reale,  si  può  scrivere  q  f  q. 

Analogamente,  se  a,  b  sono  numeri  reali  e  la  funzione 
reale  e  monodroma  f  è  definita  nell'intervallo  aHb^ 
(p.  e.,  gli  estremi  compresi),  abbiamo  che  in  luo«^o  di 
funzione  reale  definita  nelVintervallo  a  h  b,  si  può  scrivere 
q^ta^b. 

Ordinariamente  diciamo  che  n  numeri  (in  generale  n 
cose),  sono  ordinati,  quando  possiamo  dire  quale  di  essi 
è  lì  primo,  quale  il  secondo,  ecc.:  cioè  quando  è  stata 
stabilita  una  corrispondenza  tra  gli  «  numeri  e  i  numeri 
1,  2,...n.  Gli  n  numeri  così  ordinati  diciamo  che  for- 
mano una  successione,  poiché  anche  nel  linguaggio  co- 
mune SI  dice  che  il  secondo  segue  il  primo,  il  terzo  segue 
il  secondo,  ecc.. 

Essendo  dunque  n  un  numero  intero,  con  qf  Z„  indichiamo 
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la  classe  delle  "  corrispondenze  tra  i  numeri  1,  2,  ...nei 
numeri  reali  „ ,  indichiamo  cioè  tutte  le  successioni  di  n 
numeri  reali.  Se  feqfZn,  f  rappresenta  una  determinata 
successione  di  numeri  reali,  i  cui  individui  fl,f2,...fn, 
sono  disposti  in  un  determinato  ordine,  e  non  deve  con- 
fondersi tale  successione  ordinata  con  la  classe  fZ»,  (P2), 
contenente  gli  individui  fi,  f2,  ...  fn,  indipendente  dall'or- 
dine  nel  quale  si  Considerano  i  suoi  individui. 

Se  feqfZ,,,  scriveremo  anche  fi,  f^,...  f„  in  luogo  di 
fi,  f2....  fn,  ritornando  così  all'ordinaria  notazione  della 
quale  si  fa  uso  in  matematica  per  indicare  n  numeri 
«i>«a,-..  «n»  disposti  in  un  determinato  ordine. 

Analogamente  con  q  f  N  indichiamo  successione  di  infi- 
niti numeri  reali,  cioè  serie  di  numeri  reali;  con  QfN 
serie  di  numeri  reali  positivi,  ecc.. 

Volendo,  p.  e.,  indicare  "  successione  di  n  numeri  di- 
stinti „,  cioè,  due  qualunque  dei  quali  non  sono  eguali, 
scriveremo  (q  f  Z„)  Sim,  poiché  per  la  corrispondenza  Sim, 
ad  individui  distinti  di  Z„,  corrispondono  individui  di- 
stinti di  q. 

Dalle  cose  precedenti  risulta  che  la  successione  di  n 
individui  di  una  classe,  e  quindi  il  concetto  d'ordine, 
viene  definita  per  mezzo  della  classe  Z„  e  del  concetto 
di  corrispondenza  come  è  definito  dalla  PI, 


i' 


*  * 


Possiamo,  p.  e.,  con  i  segni  ora  introdotti  scrivere  in 
simboli  la  prop.  "  La  somma  di  un  numero  finito  di  nu- 
meri reali  è  un  numero  reale  „.  Abbiamo 

nel-\-ìi.feqfZ,:'j:fl+f2  +  ...  +  fneq 
Analogamente  per  il  prodotto. 
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"  Sommando  membro  a  membro  un  numero  finito  di 
eguaglianze  tra  numeri  reali,  si  ottiene  una  nuova  egua- 
glianza „. 

w  6  1  +  N  .  A  /"  e  q  f  Z«  :  r  €  Z„  .  Or  .  /"r  =  f'r  .'.  0  '• 
fl-\-f2  +  ...  +  fn  =  fl^f'2  +  ...-^f'n 

che  si  legge  "  Se  n  e  un  numero  maggiore  di  1,  /*,  f  sono 
due  successioni  di  w  numeri  reali,  e  qualunque  sia  l'in- 
dividuo r  di  Z„  si  ha  che  fr  =  f'r,  allora  avremo  che  ...  ,. 
Il  polis illogismOf  si  scrive  in  simboli 

«  e  2  +  N  .  r  e  P  f  Z„  :  r  €  Z,.  _  i  .  Or  .  A*  0  A'"  +  1)  •'•  0  •*• 

fl'jfn 

che  si  legge  "  Se  w  è  un  numero  maggiore  di  2,  f  e  una 
successione  di  m  proposizioni,   tale    che    una  qualunque, 
la  prima  eccettuata,  è  conseguenza  della  precedente,  al- 
lora avremo  che  ...  „. 
Analogamente  si  ha 

«e2  +  N./"6PfZ„::o:: 
flOf2f^...fn:=--:fìOf2.florS... fl'jfn.: 

fìuf2^...^f(n'l)'jfn:  =  :flOfn4'2'jfn...  .f^n-ì)'jfn 

che  corrispondono  alle  PVll. 

Nelle  ultime  tre  prop.  si  potrebbe  porre  al  posto  di 
P,  P  0  K  (prop.  aut  classi). 

Per  mezzo  dei  segni  ora  introdotti  e  del  principio 
d'induzione  matematica  si  può  definire  il  prodotto  logico, 
p.  e.,  di  un  numero  finito  di  classi  o  di  prop.,  quando 
flia  noto  che  cosa  si  intende  per  prodotto  logico  di  due 
classi  o  prop.;  si  ha 

,»€2-t-N./'e(PoK)fZ„:o:/'ir2/'B...A»  = 

{fìf2...f{n-\))fn  (Def) 


Ponendo  successivamente  al  posto  di  »  i  numeri,  3,  4  ... 
si  ha  che,  abc  significa  (ab) e,  abcd  significa  {abc)d, ...  e 
così  di  seguito. 

Analogamente  si  definisce  il  prodotto  o  la  somma  di 
un  numero  finito  di  numeri  reali. 


* 


Chiamiamo  in  generale,  permutazioni  dei  numeri  1,  2, 
3, ...  n  i  gruppi  di  n  numeri  che  si  possono  formare  con  i 
numeri  1,  2,  3,...  n  e  tali  che  due  di  essi  differiscano  per 
l'ordine  nel  quale  sono  disposti  gli  individui  del  gruppo. 
Ognuno  di  tali  gruppi  è  dunque  una  successione  di  n  nu- 
meri distinti  appartenenti  al  gruppo  Z». 

Allora  se  n  è  un  numero  intero  con,  (Z„  f  Z„)  Sim,  indi- 
chiamo la  classe  delle  permutazioni  dei  numeri  1,  2, ...  ». 
È  necessaria  la  indicazione  Sim,  poiché  con  Z„  f  Z„  indi- 
chiamo una  successione  di  n  dei  numeri  interi  apparte- 
nenti alla  classe  Z„  e  quindi  Z„  f  Zn  rappresenta  la  classe 
delle  permutazioni  con  ripetizioni  o  complete  dei  numeri 
1,2,...».  Così,  p.  e.,  se  fiZi,fZ^  si  può  avere  /"l  =  1, 
/^2  =  3,  fS  =  ì,  /•4  =  1. 

Sia  f  una  successione  di  n  numeri  reali  e  g  una  per- 
mutazione dei  primi  n  numeri,  (/"€  q  f  Z„  ;  ^  €  (Z„  f  ZJ  Sim), 
allora  f{gl)  ,  f{g2) ...  f{gn)  rappresenta  una  permutazione 
qualunque  degli  individui  della  successione  f. 

Ciò  permette  di  tradurre  in  simboli  la  proprietà  com- 
mutativa, in  generale,  p.  e.,  del  prodotto  logico:  Si  ha 

w€l  +  N./^€(PoK)fZ„.^6(Z„fZJSim:0: 
fi  f2  fS  ...  fn  =  figì)  fig2)  f{g%) ...  f{gn). 
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Le  seguenti  prop.  esprimono  proprietà  delle  corrispon- 
denze definite  con  le  PI -4.  Lasciamo  al  lettore  la  cura 
di  dimostrarle. 

a,  b,  e,  d,  s  €  K  .  m,  n  e  N 

4.     f€bfa.cOn:0'f^bfc 

5 'D'-fcDfa 

6 D  'fA  =  A 

7 b'jc:'J:f€cfa 

8.     fecia.f€cfb:<j:f^cf(aub) 

9 :0:f{a^b)=^fa^fb 

10 :  D  :/'(a'^  è)  D/o^/^ 

11.  f,g^bfa.'.<j.'.f  =  g:=::x^a.'J^.fx  =  gx  (Def) 

12.  febfa.g€cfb.xea:0'-Ì9f)x  =  g{fx)  (Def) 
lo '.O'-gf^da 

14 hedf  e  IO  :h{gf)  =  {hg)f=  hgf 

15.     f^sfs.x€s:0:f^x  =  fx  (Def) 

16 :0:f"*  +  ^x  =  ff*^x  (Def) 

17 0.f"*€sfs 

18 3. /•»»/•»  =  /•»•+'» 

19.     f,gesfs.fg==gf:3:rg^^=^  //Y"* 

20 'J,ifg)*n=:fm^m 

21.  /"eaf  Z».O.num(/"Z„)^w 

22.  /•e(afZ„)Sim.0.num(/"Z„)  =  n 


§  4.  —  L'inversione. 

a,  è  €  K  .  0  : 

1.     febfa.y£b:o:fy  =  anVeifx  =  i/)  (Def) 

2 xea.y  €b:[):fx  =  y  .  =  .x€fì/ 

3.  f£{bfa)  Sim  .  «/  e  è  :  3  :  num  fi/  e  (i  1  u  1 0) 

4.  fe{bfa)  Sim  .  x^a  .y  eb:':):fx=  \!  .=^  .x  =  fxj 

5.  /'€(èf  a)  sim  .•.  =  .'. /'e(è  fa)  Sim  :yeè.  3^  . 

num/'t/=l  (Def) 

6.  fe{bfa)  sim  .  x  e  a  .  y  e  b  :  'J  :  fx  ^  ij  .  =  .  x  =  fy 
7 0.7€(afft)sim 

8.     .     .     .     .       .*^:fa  =  b  .fb  =  a 

9 D./*e(af6)Sim 

10.  /•e(èf  a)  Sim.  3. /-e  (/-afa)  sim 

11.  numaeN  :  3  :/'t  (a  f  ft)  Sim  .  =  . /"e  («f  a)  sim 

Il  segno  /*  si  legge,  f  inversa  di.  Stabiliamo  con  la  PI, 
di  indicare  con  fy  la  classe  degli  individui  a;  di  a  i  quali 
sono  tali  che  fx  =  y.  Definendo  la  funzione  seno  come 
una  corrispondenza  tra  i  numeri  reali  q  e  i  numeri  reali 
dell'intervallo  ln( — 1),  allora  seny,  {seno  inverso  di  y  — 
comunemente  arco  che  ha  per  seno  y),  indica  la  classe 
dei  numeri  x  tali  che  y  =  sen  x.  Se  y  è,  come  si  è  sup- 
posto, un  numero  dell'intervallo  1h(-~1),  allora  la  classe 
seny  non  è  nulla  e  il  numero  dei  suoi  individui  è  infi- 
nito. Se  definiamo  sen  come  un  q  f  q  e  prendiamo  y  co- 
munque nella  classe  q,  allora  sen  y  può  esser  nulla  se  non 
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si  considera  la  classe  dei  numeri  immaginari.  La  classe 
t&ngy  non  è  nulla  qualunque  sia  il  numero  reale  y. 

La  P2  esprime  che  se  f  è  una  corrispondenza  qualunque 
degli  a  nei  b,  x  e  un  a  e  %/  e  un  b,  allora  dalla  relazione 

fx  =  y  possiamo  sempre  passare  alla  relazione  xefy  e 
viceversa.  Così,  p.  e.,  dalla  relazione  sen  Tr/6  =  1/2  pas- 
siamo alla  relazione  tt/G  e  sen  1/2  (ir/G  è  uno  degli  archi 
che  hanno  per  seno  1/2)  e  non  si  può  scrivere  Tr/6  = 
sen  1/2,  poiché  si  ha,  come  è  noto, 


senl/2  =  J2nTr-j-7r/6(  u  j(2n  —  l)Tr  —  -n/Q^. 

La  P3  esprime  che  se  f  e  una  corrispondenza  simile 
degli  a  nei  ò  e  7/  è  un  6,  allora  il  numero  degli  individui 
della  classe  f  t/  o  e  eguale  ad  1  o  è  eguale  a  zero  :  il 
che  equivale  a  dire  (§  2)  che  o  tutti  gli  individui  di7  •/ 
sono  eguali  tra  loro,  o  la  classe  ft/  e  nulla.  Se  consideriamo 
la  funzione  tang  come  una  corrispondenza  simile  tra  le 

classi  0'~'rT/2,  q,  abbiamo  che  tangl=Tr/4  e  tang(— 1) 
=  A.  Se  definiamo  invece  la  funzione  tang  come  una 
corrispondenza  tra  (— Tr/2)  (Tr/2)  e  q  allora  tang//,  qua- 
lunque sia  il  numero  reale  y,  non  e  nulla  e  contiene  un 
solo  individuo. 

La  P4  esprime  che  se  f  e  una  corrispondenza  Simile 
degli  rt  nei  ò,  a?  è  un  a  e  y  e  un  b,  allora  si  può  passare 
dalla  relazione /a;  =  t/  alla  relazione  x  =  fy  e  viceversa. 
Così  per  la  funzione  tang  definita  come  sopra  si  passa  da 
tang  ir/4  =  1  a  Tr/4  =  tang  1.  Se  x,y  sono  numeri  reali  e  x 
e  positivo  dalla  relazione  log  a?  ==  y  si  passa  alla  relazione 
X  =  log  y  e  viceversa.  Si  confronti  la  P2  con  la  P4, 


* 


Con  la  P5  definiamo  una  nuova  classe  di  corrispon- 
denze simili.  Indichiamo  queste  col  segno  sim.  Diciamo 
che  f  è  una  corrispondenza  simile  degli  a  nei  b,  quando 
f  e  una  corrispondenza  Simile  degli  a  nei  b,  e  qualunque 
sia  Vy  appartenente  a  6  la  classe  degli  eguali  ad  fy  con- 
tiene un  solo  individuo,  o,  il  che  equivale  per  le  cose 
precedenti,  non  è  nulla  *(P3). 

Così,  p.  e.,  mentre  sen  è  una  corrispondenza  Simile 
tra  OHTr/2  e  q,  non  è  una  corrispondenza  simile  tra  le 
medesime  classi,  poiché  esistono  degli  y  in  q  tali  che  la 
classe  fy  non  contiene  individui.  La  funzione  log  è  una 
corrispondenza  Simile  e  simile  tra  Q  e  q,  poiché  non 
esiste  un  q  che  non  sia  log  di  un  Q  e  di  uno  solo. 

Non  avrebbe,  p.  e.,  senso  la  notazione  (q  f  Zn)  sim  ove 
n  è  un  numero  intero,  mentre  come  é  noto  (qfZ„)Sim 
indica  le  successioni  di  n  numeri  reali  diversi  tra  loro. 

La  P6  esprime  che  anche  per  le  corrispondenze  simili 

si  passa  dalla  relazione  fx  =  y  alla  relazione  x  =  fy  e 
viceversa. 
La  P7  esprime  che  se  f  e  una  corrispondenza   simile 

degli  a  nei  b,  f  e  una  corrispondenza  pure  simile  dei  b 
negli  a. 

Da  questa  proprietà  risulta,  p.  e.,  che  le  ordinarie  cor- 
rispondenze tra  i  lati  dei  poligoni  simili  sono  corrispon- 
denze simili;  sono  pure  corrispondenze  simili  le  ordi- 
narie proiettività  e  le  corrispondenze  Cremoniane,  quando 
dai  punti  dei  due  spazi  si  escludano  i  punti  fonda- 
mentali. 
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La  P9  esprime  che  ogni  corrispondenza  simile  è  Simile; 
la  proprietà  inversa  non  è  vera;  e  se  f  e  una  corrispon- 
denza Simile  degli  a  nei  b,  allora,  (PIO),  /*  è  una  corrispon- 
denza simile  tra  a  e  fa. 

La  Pll  esprime  che  se  il  numero  degli  a  e  finito  al- 
lora si  può  al  segno  Sim  sostituire  il  segno  sim  e  vice- 
versa in  ogni  corrispondenza  degli  a  in  se  stessi. 

Così,  p.  es.,  per  indicare  la  classe  delle  permutazioni 
dei  primi  n  numeri  si  può  scrivere  indifferentemente 
(Z„fZJSim  0  (Z„fZ„)sim. 


* 


Il  segno  X  e  posto  dinanzi  ad  una  classe  produce  una 
prop.,  e  posto  dinanzi  a  classi  non  eguali  produce  prop. 
non  equivalenti.  Dunque  ic€  è  un  segno  di  corrispon- 
denza Simile  tra  K  e  P.  Se  o  è  una  classe  e  indichiamo 
con  px  la  prop.  xea ,  abbiamo  xea=p^  e  quindi  per 
la  P4  possiamo  passare  da  questa  relazione  alla  rela- 
zione a  =  x€  (px)  e  viceversa.  Il  segno  x  e  introdotto  nel 
§  3,  Gap.  Ili,  soddisfa  dunque  alle  leggi  del  segno  d'in- 
versione ora  introdotto. 


* 


Il  segno  num  posto  dinanzi  ad  una  classe  produce  un 
individuo  della  classe  N  uiOuioO  (§2,  Pò),  ma  a  classi 
non  eguali  possono  corrispondere  individui  eguali  di 
NuiOuiOO. 

Il  segno  num  è  dunque  il  segno  di  una  corrispondenza 
tra  K  e  N  ^  1 0  u  i  oo,  che  non  appartiene  alle  corri- 
spondenze Simili  0  simili.    Se  dunque  a  è  una  classe  e 
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n  e  (N  u  1 0  ^  i  OO),  dalla  relazione  numa  =  n  si  passa,  (P2), 

alla   relazione   a  e  num»   e    viceversa.    Se,   dunque,    ne 

(NuiOwiCO)  il  segno  Knnumn  indica  il  complesso  delle 
classi  a  tali  che  numa  =  M.  In  simboli 


w  €  (N  v-»  1 0  u  1 00) .  3  .  K  n  num  n  =  K  n  a  €  (num  a  =  n) 


Si  ha,  p.  e.,  che  Np  e  K  n  num  00  "  Np  è  una  classe  che 

ha  un  numero  infinito  di  individui  „  ;  Z^  e  K'N  n  num  8, 
■*  Zg  è  una  classe  di  numeri  interi  che  ha  otto  indi- 
vidui ,. 


* 


Ordinariamente  si  dice  che  "  Fare  le  combinazioni  di 
m  lettere  ad  n  a  n,  significa  formare  tutti  i  gruppi  possi- 
bili con  n  delle  m  lettere,  per  modo  che  un  gruppo  dif- 
ferisca da  ogni  altro  per  qualche  lettera  „. 

Le  m  lettere  possono  esser  considerate  come  individui 
di  una  classe  s.  I  gruppi  di  lettere  che  possono  formarsi 
sono  classi  formate  con  individui  di  s,  cioè  sono  K's.  Ogni 
individuo  della  classe  K'^  deve  contenere  n  individui,  cioè 

deve  appartenere  alla  classe  num».   Con  (K5)nnum»,  o 

anche,  (Ks)num»  (sopprimendo  cioè  il  segno  n),  indi- 
chiamo dunque  le  combinazioni  n  ed  n    degli    individui 

di  s,  poiché  le  classi  che  compongono  (Ks)numn  sono 
indipendenti  dall'ordine  nel  quale  si  considerano  i  loro 
individui. 

Nelle  disposizioni  un  gruppo  digerisce  da  ogni  altro  o 
per  qualche  lettera  o  per  l'ordine  delle  lettere.  Quindi 
ogni  disposizione  degli  s,  n  ad  n  è  una  successione  di  n 
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individui  (necessariamente  distinti),  e  quindi  le  disposi- 
zioni di  5,  n  ad  n  è  indicata  da  («fZjSim   (pag.  111). 
Analogamente  con  {s  f  ZJ  indichiamo  le  permutazioni 
degli  m  individui  di  s. 

Così ,  p.  e. ,  K*  Zia  n  num  8  indica  le  combinazioni  8  ad  8 
dei  primi  12  numeri  interi:  (Z,5fZ6)Sim  le  disposizioni 
6  a  6  dei  primi  15  numeri:  Zgof  Z30  le  permutazioni  dei 
primi  30  numeri  interi. 

Abbiamo  le  note  formule 


w,  n6N.m>n.s€Kn  num  m  :  3  : 

num  \  m  nW  »  I  =  'gj^?^'' '"iZ-jH!!)  _        »»! 

1  .  2  ....  n  (w — n)!  »! 


num  )  [s  f  Z„)  Sim  (  =  m  (m—  1) (m  —  «  + 1)  = 

num  )  (s f  Z J  Sim  {  =  1.2.3 m^ml 


mi 


{m  —  n)l 


§  5.  —  Le  defili ìzioni  di  prima  e  seconda  specie. 


Un  segno,  0  un  complesso  di  segni  x,  si  definisce,  quando 
ad  esso  si  attribuisce  il  medesimo  significato  di  un  com- 
plesso di  segni  già  noto  a. 

Se  a?  ed  a  non  contengono  lettere  indeterminate,  al- 
lora la  definizione  si  presenta  sotto  la  forma  simbolica 


(1) 


T  =Def  a 


ove  il  segno  =Def  si  legge  "  eguale  per  definizione  „,  o 
identico  .. 


■■■,  ."v^:'/à 
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In  luogo  della  (1)  si  scrive  anche 
(ir  cc  =  a 


(Def) 


sopprimendo  l'indice  Def  al  segno  =  e  ponendo  l'indi- 
cazione Def  a  destra  della  relazione  x  =  a. 

Se  ar  ed  a  contengono  lettere  indeterminate,  allora  la 
definizione  si  presenta  sotto  la  forma  simbolica 


2) 


A  .  Q  .  x  =  a 


(Def) 


ove  h  contiene  le  lettere  indeterminate  di  ^c  ed  a  e  il 
segno  (Def)  si  scrive  a  destra  della  prop.  che  definisce 
il  segno  X. 

Nella  (2)  il  nome  del  segno  =  varia  col  variare  degli 
enti  X  ed  a,  secondo,  cioè,  che  x,  a  sono  0  prop.,  0  classi, 
o  individui  di  una  classe. 

Sono  della  forma  (1),  p.  e.,  le  definizioni  seguenti 

q  =  Q.u.  — Q.u.iO 

Np  =  (1  +  N)  n  -  [(1  +  N)  X  (1  +  N)] 

Sfera  =  Luogo  dei  punti  equidistanti    da   un   punto. 
Triangolo  isoscele  =  triangolo  che  ha  due  lati  eguali. 

Sono  ancora  della  forma  (2)  le  definizioni  seguenti 

a,  i  €  N  :  3  :  a  è  primo  con  6  .  =  .  D  (a,  6)  =  1 


m,  n  €  N .  w  ^  n  .  «  €  K  r^  num  w  :  3  :  Combinazioni  degli  s,  n 

ad  n  .  =  .  (Ks)  numn 

•     •     •     •         :  3  :  Disposizioni  degli  s,  n 

ad  ».  = .  (s  f  Z  J  Sim 
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Essendo  u  una  classe  di  numeri  reali  si  voglia,  p.  e., 
definire  il  massimo  e  il  minimo  della  classe  ti.  Le  parole 
massimo  e  minimo  hanno  nel  linguaggio  comune  un  signi- 
ficato preciso,  e  dicendo,  p.  e.,  massimo  degli  u  si  intende 
il  più  grande  degli  u.  In  questo  caso  noi  conserveremo 
alle  parole,  massimo,  minimo,  il  significato  che  esse  hanno 
nel  linguaggio  comune,  e  quindi  più  che  definire  tali 
parole,  esprimeremo  il  loro  significato  per  mezzo  dei 
segni  =,  >,  <,  0  anche,  se  vogliamo,  definiremo  il 
complesso  di  segni 

a  =  massimo  degli  u 

Scriveremo  i  segni  max,  min,    al    posto    delle    parole 
massimo,  minimo.  Avremo 

u  e  K'q  :  :  3  :  :  a  =  max  t«  ,*.  =  ,'.  a  €  m  :  a?  €  m  .  3^, .  a:  ^  « 


U     O, 


Se  M  è  una  classe  di  numeri  reali,  allora  ;  dire  che  a  è 
eguale  al  massimo  degli  u  equivale  a  dire  che  a  è  un  w, 
e  qualunque  sia  l'individuo  x  ài  u,  x  \ì  o  eguale  o  mi- 
nore di  a  y,. 

Analogamente  per  il  minimo 


u  €  K'q  :  :  0  :  :  a  =  min  t< .'.  =  .'.  a  e  u  :  a:  €  u  .  Q-^ .  a:  ^ 
Abbiamo  p.  e. 

a  =  max  N  .  =» ,  A        ;        min  N  =  1 
a  ==  max  q  .  u  .  a  =  min  q  :  ==  :  A 


a 
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Come  definizione  della  forma  (2),  abbiamo  ancora,  p.  e.. 

r«,  Z<  €  N  ,  0  ,  quot(a,  b)  =  max (Nq  n  a?  e  (bx  ^  a)) 
.     .     .  .  0  .  rest  {a,  b)  =  a  —  quot  (a,  b). 


* 


Chiameremo  di  prima  specie  le  definizioni  della  forma 
(1),  e  di  seconda  specie  le  definizioni  della  forma  (2).  Le 
definizioni  di  prima  e  seconda  specie  costituiscono  il 
gruppo  delle  definizioni  nominali,  e  non  sono  necessarie, 
poiché  il  segno  x,  che  per  mezzo  di  esse  si  definisce,  può 
essere  espresso  per  mezzo  di  un  gruppo  di  segni  avente 
già  significato  noto.  Tali  definizioni  sono  però  utilissime, 
tutte  le  volte  che  ad  un  gruppo  di  segni  complicati  so- 
stituiscono un  unico  segno  o  un  gruppo  semplice  di  segni. 
Le  definizioni  di  prima  e  seconda  specie,  si  può  quindi 
dire  che  in  sostanza  servono  ad  abbreviare  e  le  notazioni 
e  le  locuzioni. 

Se  le  due  specie  di  definizioni  ora  considerate  hanno 
a  comune  i  precedenti  caratteri,  esse  differiscono  però 
tra  loro,  e  per  la  forma  simbolica  sotto  la  quale  si  espri- 
mono, e  per  altri  caratteri  che  ora  esamineremo. 

Si  voglia,  p.  es.,  definire  il  segno  D  {a,  b),  massimo  di- 
visore di  a,  b.  Scriviamo 

(1)       a,6€N.o.D(a,ò)  =  max)N  n  a/N  n  ò/N  (       (Def) 

che  si  legge  "  D  (a,  b),  indica  il  massimo  dei  numeri  interi 
che  sono  divisori  di  a  e  di  è  „,  poiché,  il  segno,  p.  es., 
a/N  indica  in  generale  divisore  di  a,  (pag.  86).  Con  tale 
definizione,  diamo  significato  al  segno  D  (a,  b),  solo  quando 
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a,  h  sono  numeri  interi,  e  non  diamo,  p.  es.,  significato 
al  segno  D  (3/4,  5/7).  La  limitazione  posta  nella  (1),  con 
l'Hp,  a,  òeN,  dipende  dalla  natura  dello  studio  che  in- 
tendiamo fare;  noi  vogliamo,  p.  e.,  trattare  la  sola  teoria 
dei  numeri  interi  e  per  il  segno  D.  assumiamo  la  def.  (1), 
riservandoci  poi  di  estendere  il  segno  D  anche  ai  razio- 
nali quando  vorremo  studiare  la  teoria  del  massimo  di- 
visore dei  numeri  razionali. 

Volendo,  p.  es.,  definire  il  segno  —,  o  meglio  il  com- 
plesso di  segni  c  =  a  —  b,  ove  a,b,c  sono  numeri  interi, 
quando  sia  già  noto  il  significato  del  segno  +,  scriviamo 


(2) 


a,  è,  c6N:o:c  =  a  —  6.  =  .c  +  è  =  a 


che  si  legge  "  Con  e  =  a  —  è  indichiamo  che  a  è  la  somma 
di  b  con  e  „.  Risulterà  poi  dalle  proprietà  ammesse  per 
i  numeri  interi,  che  a~b  non  può  essere  eguale  ad  un 
N  quando  a':^b, 

a,  ieN.a^ò:3:c€N.c  =  a  — 6.=c.A, 
che  a  —  b  e  un  numero,  quando  a  >  6 

a,  6€N.a>ò.3.a  —  òeN 

e  quindi  giungeremo  all'ordinaria  definizione  "  La  diffe- 
renza tra  due  numeri  disuguali  (a  —  b,  con  a>b)  è  il 
numero  che  sommato  col  minore  di  essi  dà  per  somma 
il  maggiore  „ ,  ma  non  mai  alla  seguente,  più  ordinaria 
forse  di  quella  che  precede,  "  La  differenza  tra  due  nu- 
meri è  ciò  che  si  ottiene  togliendo  il  maggiore  dal  mi- 
nore „ ,  poiché  il  significato  della  parola  togliere  deve 
essere  definito,  e,  quando,  come  si  fa  spesso,  non  si  defi- 
nisce, l'apparente  definizione  e  un  circolo  vizioso. 
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Anche  in  questo  caso  potremo  estendere  ai  numeri 
reali,  (agli  immaginari),  il  significato  del  segno  a  —  b 
(esteso  che  sia  già  a  questi  il  significato  del  segno  +). 
Se,  p.  es.,  poniamo 


(3) 


a,  6,  c€(q-N):o:c  =  a  —  ft  =  c  +  6  =  a       (Def) 


allora  sommando  membro   a   membro   questa  prop.  con 
la  (2),  e  semplificando  con  le  note  regole,  si  ha  la  prop. 


(4) 


a,b,c€q:'j:c  =  a  —  b  =  c-\-b  =  a 


che  è  un  teorema  conseguenza  delle  definizioni  (2)  e  (3). 

Si  osservi  che  nella  Hp  della  (3)  non  si  sarebbe  potuto 
porre  a,beq,  poiché  Noq  e  quando  a,  òeN,  il  segno 
a  —  è  ha  già  ricevuto  un  significato  preciso. 

Data  la  def.  (2)  niente  impedisce  di  prendere  la  (3)  in 
modo  che  non  ne  risulti  la  (4),  in  modo  cioè  che  il  segno  — 
non  soddisfi  per  gli  N  e  per  i  q  alle  medesime  proprietà. 
Come,  p.  es.,  se  si  ponesse 

a,  ft,  c€(q-N):0:c  =  a  —  è  =  c  +  2ò  =  a 

cioè  si  indicasse  con  c  =  a  —  b  che  e  sommato  col  doppio 
di  b  dà  per  somma  il  numero  a. 

Con  ciò  però  si  contravverrebbe  alla  regola,  tanto  utile, 
della  conservazione  delle  proprietà  dei  segni,  o  legge  for- 
male. 

In  generale  dunque  la  definizione  della  seconda  specie 

A  .  3  .  x-=a 

è  relativa  agli  individui  di  una  classe  u.  Essa  può  poi 
es  sere  estesa  agli  individui  della  classe  v  che  contiene  m. 
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dandola  prima  per  i  v  che  non  sono  u,  (v  -  u).  È  l'ipotesi 
/*  che  stabilisce  quanto  vi  è  di  relativo  nella  definizione 
della  seconda  specie. 


In  certi  casi  la  definizione  della  seconda  specie  non 
può  darsi  mediante  un'unica  proposizione.  Ciò  avviene, 
p.  es.,  tutte  le  volte  che  per  definire  un  segno  dobbiamo 
far  uso  del  principio  di  induzione. 

Vogliamo,  p.  es.,  definire  il  segno  a"»  ove  a  è  un  nu- 
mero reale,  e  m  un  numero  intero.  Scriviamo 


(1) 
(2) 


«eq.m€N.o.rt*  =  a 
'J.a*^+^  =  a"^  X  a 


Ponendo  nella  (2),  m  =  2  si  ha  a*  =  a^Xa,  e  quindi 
per  mezzo  della  (1)  resta  definito  il  segno  «'.  Ponendo 
nella  (2),  m  =  3  si  ha  a^  =  a*Xa  e  il  segno  a^  resta  de- 
finito mediante  il  segno  a'  che  ha  già  significato  noto. 
Così  continuando  si  ha  per  induzione  il  significato  del 
segno  rt'"  ove  m  e  un  numero  intero  qualunque. 

L'ordinaria  definizione  "  La  potenza  m-  esima,  con  m  >  1, 
di  un  numero  reale  positivo  è  il  prodotto  di  m  fattori 
eguali  ad  a  „,  è  conseguenza  della  def.  espressa  dalle 
prop.  (1),  (2).  In  simboli  diviene; 

(3)  a  e  q  .  m  e  1  +N  .  /^ed  a  f  ZJ  .  o  .  a'»  =  /'l  xf2x...xfm 

La  (1)  e  la  (3)  possono  essere  assunte  come  definizione 
del  segno  a»",  in  tal  modo  si  fa  uso  del  concetto  d'ordine, 


4 


< 


^^ 


Applicazioni 


127 


conseguenza  di  quello  di  induzione  e  di  numero  intero,  in 
luogo  del  solo  principio  di  induzione. 

Definita  la  potenza  intera  positiva,  possiamo  definire 
la  potenza  intera  negativa,  nel  modo  seguente: 


(4) 


a  e  (q  -  lO) .  m  e  —  N  .  o  .  a™  =  I/a 


—  m 


e  questa  def.  è  ancora  della  seconda  specie. 

Qui  la  legge  formale,  per  il  segno  a™  è  verificata  per 
le  prop.  che  sono,  p.  es.,  conseguenze  delle  prop.  (1),  (2). 
Abbiamo,  p.  es. 


(5) 

e  dalla  (4) 


rt  €  q  .  m,  w  e  N  .  0  .  a*"  X  a"  =  rt*" +" 


(5)'  a  6  (q  -  lO) .  m,  n  €  —  N  .  0 .  a'"  X  a»  -=  a*"  +  " 

Sommando  membro  a  membro  le  (5),  (5)'  e  ricordando 
che 

N  u  — N  =  n-iO 

abbiamo 

(6)        rt  e  (q  -  1 0) .  m,  n  e  (n  -  1 0) .  0 .  «"'  X  rt"  ^  a"'  +  " 

In  modo  analogo  si  definisce  la  somma  di  due  numeri 
interi,  quando  si  ammetta  abbia  significato  la  frase  suc- 
cessivo di  a,  (vedi  §  6),  ove  a  è  un  numero  intero.  Po- 
niamo, scrivendo  sue  al  posto  di  successivo, 


(7) 
(8) 


aeN.o.a-|-l  =  sue  a 

a,6€N.O.a  +  (6+l)  =  (a  +  Z>)  +  l 


Resta  così,  per  induzione,  indicato  il  significato,  p.  es., 
di  a +  5;  poiché  a  +  5  è  il  successivo  di  a +  4,  questo 
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il  successivo  di  a +3,  questo  il  successivo  di  a +  2, 
questo  il  successivo  di  a  +  1 ,  questo  il  successivo  di  a. 
Col  procedimento  inverso  troviamo  a +  5,  dato  che  sia  a 
e  scritta  la  serie  naturale  dei  numeri  interi. 

Si  può  osservare  che  la  prop.  (8)  presa  da  sola,  non  ha 
la  forma  assegnata  alle  definizioni  di  seconda  specie, 
poiché  il  segno  a  +  6  che  si  tratta  di  definire  comparisce 
nel  secondo  membro*  dell'equivalenza  della  Ts.  Tale  se- 
condo membro  ha  però  sempre,  in  virtù  della  (7),  un  si- 
gnificato  preciso  quando  a  &  si  danno,  successivamente,  i 
valori  1,  2,  3,...  La  medesima  osservazione  vale  per  la 
(5).  Le  definizioni  date  dalle  coppie  di  prop.  (4),  (5)  e 
(7),  (8)  sono  della  seconda  specie  quando  si  tenga  conto 
del  principio  di  induzione. 

Abbiamo,  p.  es.,  dalle  prop.  {1\  (8): 

acN.o. 

(a),  a  +  1  =  sue  a 

(3).  a  +  2  =  (a+l)+l 

(t).  a  4-  3  =  («  +  2)  +  1 

(ò).  a  +  4  =  (a-|-3)+l 


ciascuna  delle  def.  (a),  (3),  (t),  (ò),...  e  della  seconda  specie; 
la  (a)  in  modo  assoluto;  la  (3)  dipendentemente  da  (a); 
la  (Y)  da  (3),  e  così  di  seguito.  Esse  definiscono  succes- 
sivamente i  segni  «+1,  a  +  2,  «  +  3,  a-\-4,...  e  uno 
qualunque  di  questi,  a  +  1  eccettuato,  è  definito  mediante 
il  precedente  e  il  primo. 

Si  potrebbe  di  tali  definizioni,  che  frequentemente  si 
usano  in  matematica,  fonnare  un  gruppo  a  parte  e  chia- 
marlo, gruppo  delle  definizioni  induttive  di  seconda  specie. 
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§  6.  —  Definizioni  di  terza  specie. 


Non  tutte  le  definizioni  possono  esser  ridotte  ad  una 
delle  forme  considerate  nel  §  precedente.  Ciò  avviene 
tutte  le  volte  che  le  idee  indicate  dal  segno  x  non  pos- 
sono esser  espresse  mediante  altre  idee  più  semplici,  cioè, 
tutte  le  volte  che  il  concetto  indicato  dal  segno  ar  è  un 
concetto  primitivo. 

Non  abbiamo,  p.  e.,  definiti  i  segni  0,  n  ,  -  per  le  prop., 
come  non  si  è  definita  la  proposizione;  in  matematica, 
p.  e.  non  si  definisce  il  numero  intero,  il  punto,  la  retta, 
il  moto  

Degli  enti  non  definiti  x  che  si  introducono  in  una 
scienza  si  ammettono  come  primitive  certe  proprietà 
dalle  quali  possono  dedursi  logicamente  le  altre.  Si  può 
dire  così  che  il  segno  a;  si  è  definito  in  se  stesso,  mentre 
con  le  forme  considerate  nel  §  precedente  è  definito  fuori 
di  se  stesso. 

Chiameremo  definizione  di  terza  specie,  ogni  definizione 
di  un  ente  in  se  stesso. 

Logicamente,  tale  forma  di  definizione  dovrebbe  essere 
esposta  per  la  prima,  non  avendosi  esempi  di  enti  x  che 
si  possano  definire  mediante  definizioni  di  prima  o  se- 
conda specie,  senza  che,  con  definizioni  di  terza  specie, 
si  sieno  ottenuti  altri  enti.  L'ordine  da  noi  scelto  è  giu- 
stificato dal  fatto  che  la  forma  espositiva  è  più  semplice 
per  le  definizioni  di  1"^  e  2*  specie  che  per  quelle  di 
terza. 

BORAU-FORTI  O 
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Abbiamo  già  accennato  che  la  definizione  di  un  ente  x 
in  se  stesso,  si  dà  assegnando  all'ente  x  un  sistema  a  di 
proprietà  dalle  quali  tutte  le  altre  proprietà  dell'ente  x 
possano  logicamente  esser  dedotte.  Se  il  sistema  di  pro- 
prietà a  si  vuole    scegliere  in  modo    che    ognuna   delle 
proprietà  del  sistema  sia  la  più  semplice  possibile,  allora 
è  evidente  che  occorre  un'analisi  accurata  del  complesso 
delle    proprietà   dell'ente   x,  e  delle  mutue  dipendenze 
logiche  di  tali  proprietà.  Dopo  una  simile  analisi,  accu- 
rata, minuziosa,  e  faticosa  a  farsi,  può  essere  fissato  il 
sistema  a,  e,  la  teoria  dell'ente  x  può  essere  svolta  par- 
tendo dalle  proprietà  del  sistema  a,  e  certo  sotto   una 
forma  facile  e  scientificamente  rigorosa.  È  evidente  quale 
sia   così   l'importanza  della  definizione    di  terza  specie 
anche  nel  campo  elementare  e  didattico.  Eppure,  sebbene 
la  definizione  di  un  ente  in  se  stesso  sia  da  molto  tempo 
nota  e  adoperata  dai  matematici,  essa  è  quasi  affatto  igno- 
rata nel  campo  elementare,  come  ce  ne  fanno  fede  anche 
1  più  recenti  trattati,  ove  si  ripetono  costantemente  quei 
non  sensi  ai  quali  si  dà  il  nome  di,  definizione  di  grati- 
dezza,  di  numero  intero,  di  numero  irrazionale... 

Può  il  lettore  nei  volumi  della  ''Rivista  di  materna 
tica  „ ,  leggere  quanto  è  stato  scritto  contro  i  volgari 
non  sensi  contenuti  in  gran  parte  dei  libri  di  matema- 
tica elementare.  Noi  ci  limiteremo  ad  analizzare  ciò  che 
riguarda  la  teoria  dei  numeri  interi,  con  lo  scopo  di 
giungere  alla  definizione  dell'ente  N  in  se  stesso,  e  dare 
un  esempio  dell'analisi  che  occorre  fare,  per  definire  un 
ente  con  una  definizione  di  3»  specie. 


Dei  termini  che  si  usano  in  aritmetica,  parte  appar- 
tengono al  linguaggio  comune  con  un  significato  identico 
a  quello  che  hanno,  o  almeno  dovrebbero  avere,  in  arit- 
tmetica;  parte  invece  non  appartengono  al  linguaggio 
comune,  o  almeno  hanno  in  questo  un  significato  diverso 
da  quello  che  loro  si  attribuisce  in  aritmetica.  Questi 
ultimi  termini,  la  maggior  parte  dei  quali  sono  usati 
nell'aritmetica  superiore,  sono  definiti  regolarmente,  me- 
diante definizioni  di  1»  o  2»  specie,  facendo  uso  dei  primi 
termini,  come,  per  es.,  congruente  modulo...,  residui  qua- 
dratici... 

Possiamo  dunque  ridurre  l'analisi  dei  termini,  ai  primi, 
cioè  a  quelli  propri  delle  più  elementari  proprietà  dei 
numeri  interi. 

Alcuni  di  questi  termini  come,  numero  primo,  massimo 
divisore,  minimo  multiplo,  primo  con...,  sono  definiti,  per 
mezzo  di  definizione  di  1*  o  2»  specie,  mediante  altri 
termini  introdotti  prima.  Qualche  osservazione  che  po- 
trebbe farsi  alla  forma  logica  di  talune  di  queste  defi- 
nizioni non  trova  qui  il  suo  posto. 

Fra  gli  altri  termini  ve  ne  sono  di  perfettamente  sino- 
nimi,  come  sommare,  addizionare,  aggiungere;  togliere, 
sottrarre...',  ed  è  chiaro  che  basta  ne  sia  definito  uno 
perchè  risultino  definiti  gli  altri,  che  possono  natural- 
mente essere  soppressi,  per  quanto  la  varietà  del  lin- 
guaggio possa  consigliare  di  lasciarli. 

Altri  sono  forme  grammaticali  diverse  di  una  stessa 
parola,  come  somma  e  sommare.  Altri  sono  inutili  come 
termini,  fattori,   moltiplicando,   moltiplicatore,    dividendo, 
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divisore,  minuendo...,  potendosi  sempre  dare  alla  frase 
una  forma  tale  da  escludere  quei  termini.  Così,  p.  es., 
in  luogo  di  dire  "  Moltiplicando  dividendo  e  divisore  per 
uno  stesso  numero,  il  quoto  non  muta  e  il  resto  rimane 
moltiplicato  per  quel  numero  „ ,  si  può  dire  "  Moltipli- 
cando due  numeri  per  uno  stesso  numero,  il  loro  quoto 
non  muta  e  il  resto...  „.  —  Se  per  amore  di  varietà  nel 
linguaggio  tali  termini  si  vogliono  lasciare,  niente  impe- 
disce di  farlo,  purché  si  riesca  a  definirli  (pag.  148). 

Noi,  che  non  dobbiamo  occuparci  della  varietà  del  lin- 
guaggio, trascuriamo  i  termini  sinonimi  e  consideriamo 
solo,  p.  es.,  i  seguenti  :  eguale,  somma,  maggiore,  minore, 
differenza,  prodotto. 

Ammesso  noto  il  significato  dei  termini  eguale,  somma, 
e  quindi  del  segno  -\-  che,  in  certo  modo,  corrisponde 
a  somma,  possiamo  definire,  con  def.  di  2»  specie,  i  ter- 
mini, maggiore,  minore,  e  quindi  i  segni  >,  <. 

a,  Ò€N:o:a>6.  =  .a€6  +  N 
•     •    •    :D:a<6.  =  .6>a 

"  Dire  che  il  numero  a  è  maggiore  del  numero  h  equi- 
vale a  dire  che  a  è  la  somma  di  h  con  un  numero  ,.  o. 
sotto  una  forma  più  simile  a  quella  del  linguaggio  co- 
mune "  Diciamo  che  il  numero  a  è  maggiore  del  numero 
h,  quando  a  è  la  somma  di  h  con  un  numero  „.  In  modo 
analogo  si  legge  la  definizione  del  segno  <,  o  meglio 
della  relazione  a<h,  con  la  quale  diciamo  che  "  Dire 
che  a  è  minore  di  ò  è  /o  stesso  che  dire,  h  è  maggiore 
di  a  „, 

Sempre  per  mezzo  dei  termini  eguale,  somma,  definiamo 
il  termine  differenza,  dicendo  "  Un  numero  si  dice  diffe- 
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renza  di  altri  due  disuguali,  quando  sommato  col  minore 
di  essi  dà  per  somma  il  maggiore  ,  ;  quando  la  frase 
df«s«^w«/^  significhi,  uno  maggiore  dell'altro,  e  non,  non 
eguali,  il  che  implica,  come  vedremo  (pag.  139),  altre  pro- 
prietà dei  numeri.  In  simboli  si  può  porre 

«,  6,  ceN.Ò>6*:0:a  =  6  — c.==.a  +  c  =  & 

V  ordinaria  definizione  di  differenza  "  Differenza  di  due 
numeri  non  eguali  è  ciò  che  si  ottiene  togliendo  dal 
maggiore  il  minore  „,  non  ha  senso,  se  non  è  definito  il 
significato  della  parola  togliere ,  e  ciò  nei  trattati  ordi- 
nari non  si  fa. 

Una  delle  definizioni,  qualche  volta  usata  di  prodotto 
è  la  seguente:  "  Prodotto  di  a  per  b,  a  x  b,  e  la  somma 
di  b  numeri  eguali  ad  a  „.  Quando  sia  noto  ciò  che 
significa,  somma  di  b  numeri  eguali  ad  a,  tale  definizione 
e  esatta.  Essa  in  simboli  diviene 

aeN.bel-^N.f€{iafZb):o:axb  =  fì+f2+...fb 

e  questa,  che  è  la  sua  forma  simbolica  attualmente  più 
semplice,  lascia  alquanto  a  desiderare  per  semplicità  di- 
dattica, essendo  troppi  i  concetti  che  concorrono  a  for- 
marla. 

L'altra  definizione,  molto  usata  "  Il  prodotto  è  formato 
col  moltiplicando  come  il  moltiplicatore  è  formato  con 
l'unità  „,  può  soddisfare  un  metafisico;  ma  per  un  ma- 
tematico, o  meglio  per  uno  che  ami  capire  ciò  che  dice, 
e  un  non  senso.  Inutile  il  dire  che  non  si  può  tradurre 
in  simboli,  avendo  i  simboli  un  significato  preciso. 

Dei  due  termini,  eguale,  somma,  dei  quali  ci  siamo  serviti 
per  definire  gli  altri  termini,  non  occupiamoci,  per  ora, 


'^. 
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del  tennine  eguale,  che  occorrerà  definire  in  se  stesso 
(vedi  pag.  98,  PI,  2,  3,  e  pag.  147,  148);  e  fissiamo  la 
nostra  attenzione  sul  termine  somma. 

A  qualunque  individuo  un  po'  adulto,  sono  familiari 
certe  proprietà  della  somma.  Le  seguenti:  1"  Dati  due 
numeri  qualunque,  se  ne  può  sempre  trovare  la  somma 
e  questa  somma  è  un  numero;  2°  Se  a  numeri  eguali  si 
aggiunge  uno  stesso  numero  si  ottengono  numeri  eguali; 
3"  Sommando  un  primo  numero  con  un  secondo,  si  ottiene 
il  medesimo  numero  che  sommando  il  secondo  col  primo; 
4«  Sommando  un  primo  numero  con  un  secondo  e  la 
somma  ottenuta  con  un  terzo,  si  ottiene  la  medesima 
somma  che  sommando  il  primo  con  la  somma  del  se- 
condo col  terzo. 

Se  per  le  def.  dei  precedenti  termini  si  aveva  una  certa 
arbitrarietà  riguardo  al  significato  da  attribuire  loro,  più 
0  meno  corrispondente  a  quello  del  linguaggio  comune, 
per  il  termine  somma  tale  arbitrarietà  più  non  esiste, 
avendo  esso,  e  il  termine  N,  un  significato  a  tutti  noto. 
Quindi,  per  noi,  definire  i  termini  somma  e  N  significa, 
determinare  le  proprietà  più  semplici  ad  essi  inerenti, 
e  che  a  tutti  sono  note. 

È  stato  dimostrato,  e  ciò  da  molto  tempo,  che  le 
quattro  proprietà  sopra  indicate  sono  conseguenze  (am- 
messo però  il  principio  di  induzione  matematica)  delle 
medesime  proprietà  nelle  quali  al  2°  numero,  nelle 
proprietà  1%  2%  3%  e  al  3«  nella  4»,  si  sostituisca  il  nu- 
mero uno. 

Le  proprietà  fondamentali  dei  numeri  interi  si  possono 
dunque  ottenere  quando  si  sia  dato  un  significato  alla 
frase  "  sommare  un  numero  con  uno  „ ,  e  in  pari  tempo 
si  sia  ammesso  essere  1  un  numero. 


iì 


,./ 


Sommando  1  con  1  si  ottiene  il  2;  sommando  il  due 
con  ri  si  ottiene  il  3.  E  così  seguitando  si  ha  la  suc- 
cessione 1,  2,  3,  4,...  Tale  successione  è  nota  al  bambino 
che  non  conosce  la  parola  sommare,  ed  è  imparando  a 
parlare  che  il  bambino  apprende  a  poco  per  volta  essere 
due  il  successivo  di  uno,  tre  il  SUCcessÌYO  di  due,  e  così 
di  seguito,  0  in  altri  termini  impara  a  dire  che  il  due 
vien  dopo  l'uno,  il  tre  vien  dopo  il  due,  ecc. 

11  termine,  successivo,  sinonimo  di,  che  vien  dopo,  si  può 
sostituire  al  termine  somma,  nel  caso  di  sommare  con  uno. 
Scrivendo  sue  al  posto  di  successivo,  i  numeri  che  indi- 
chiame  con  i  segni  1,  2,  3,  4,...  possono  esser  indicati 
con  i  segni 

1;  sue  1;  sue  (sue  1);  sue  (sue  (sue  1));... 

Esprimiamo  così  con  i  due  soli  segni  1,  sue,  tutti  gli 
individui  della  classe  N,  indipendentemente  dalle  diffi- 
coltà materiali  che  si  presentano  in  tale  rappresentazione. 
E  per  evitare  tale  difficoltà  che  per  definizione  poniamo 


/m 


2  =  sue  1  ;  3  =  sue  2  ;  4  =  sue  3  ; . . .  (Def) 

a  i  termini  due^  tre,  quattro,  ...  ,  non  sono  necessari. 


Con  successive  riduzioni  siamo  giunti  a  conservare  gli 
enti  rappresentati  dai  segni  N,  1,  sue.  Un  ulteriore  ridu- 
zione non  sembra  possibile.  I  termini  N,  1,  sue,  rappre- 
sentano quindi  idee  primitive,  idee  semplici,  che  qua- 
lunque uomo  possiede,  e  che  noi  definiamo  in  se  stessi, 
ammettendo  che,  per  essi,  sieno  vere  certe  proprietà  dalle 
quali  possono  dedursi  logicamente  le  altre.  Fra  tali  pro- 
prietà, che  chiamiamo  primitive,  perchè  non  ulteriormente. 


PiSP^  '.-^^"^^S^^i^^z 


^TPi; 
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riduttibili,  abbiamo  le  seguenti: 
leN 
a  e  N  .  0  .  sue  a  €  N 

«,  ^)  e  N  .  a  =  è  :  3  :  sue  a  =  sue  6 
MeK'N.l€w.w+lrjt^:r).Nr)^ 


(Fpl) 
(Pp2) 
(Pp3) 
(Pp4) 


Con  la  Ppl  esprimiamo  che  uno  e  un  numero. 

Siceome  ci  risulta  che  enunciato  un  numero  intero  noi 
possiamo  sempre  enunciare  il  suo  successivo,  riteniamo 
che  "  ogni  individuo  di  N  abbia  in  N  il  suo  successivo  , 
(Pp2).  Ciò  si  esprime  anche  nel  linguaggio  comune  di"- 
cendo  "  la  serie  dei  numeri  interi  è  illimitata  ,. 

Date  le  definizioni  dei  segni  2,  3,  4,...  dalle  Ppl,  2  ri- 
sultano immediatamente,  e  successivamente,  le  prop. 

2€N,  3eN,  4€N,  


Avendo  ammesso,  con  la  Ppl,  essere  N  una  elasse,  ha 
già  significato  (§  1)  la  scrittura  a=^b  se  a,b  sono  nu- 
meri interi. 

Con  la  Pp3  esprimiamo  che  "  Sono  eguali  i  successivi 
di  numeri  eguali  , ,  proprietà  che  è  caso  particolare  di 
quella  ripetutamente  enunciata  tra  gli  assiomi  in  quasi 
tutti  1  trattati  ordinari  «  aggiungendo  una  stessa  cosa  a 
cose  eguali  si  ottengono  cose  eguali  „ ,  che  è  la  2»  di 
quelle  enunciate  da  noi  più  sopra,  e  alla  prima  delle 
quali  corrisponde  la  Pp2. 

Con  la  Pp4  (principio  di  induzione,  pag.  102)Mefiniamo 
la  somma,  dando  ad  a  +  1  il  medesimo  significato  di  enea 
e  ad  a+ib  +  1)  il  medesimo  significato  di  {a  +  b)  +  ì; 
diciamo,  cioè,  che  a  +  1  indica  il  sue  a,  a+2  il  sue  (a+1)' 
a  +  3  il  sue  (a +  2) (Vedi  pag.  127). 
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Dalle  Ppl-4  risultano  immediatamente  le  quattro  pro- 
prietà fondamentali  della  somma  da  noi  prima  enun- 
ciate (Vedi  Arithmetices  principia,  nova  methodo  exposita, 
G.  Peano,  Torino,  Bocca,  1889).  E  risultano  pure  le  pro- 
prietà del  prodotto,  definito  mediante  una  definizione 
induttiva  di  seconda  specie,  senza  introdurre  il  concetto 
di  numero  degli  individui  di  una  classe  (§  2). 


Somma 
a,  ò,  e  e  N  .  0  : 

«4~  1  =suca 

a+(ò+l)  =  (a+i)+l 

(1)  «  +  òeN 

(2)  a  =  è.o.a-f  c  =  &-f-c 

(3)  a  +  b  =  b  +  a 

(4)  a+{b+c)  =  {a-\-b)  +  c 
(5) 


(Def) 


Prodotto 

a,  6,  e  e  N  .  0  : 
aXl  =  a 

«X(&  +  l)  =  ax&+6 
aXèeN 

a  =  b  .  3  .  axc  =  èxc 
aXb  =  bXa 
aXÌbXc)  =  {aXb)Xc 
{a-{-b)Xc  =  aXc-\-bXc 


e  tali  prop.  esprimono  che:  le  operazioni  indicate  dai 
segni  +,  X  sono  a  risultato  unico  (1);  che  per  esse  vale 
il  principio  della  sostituzione  (2)  :  che  per  esse  vale  la 
proprietà  commutativa  (3),  e  associativa  (4);  e  di  più  che 
il  prodotto  gode  della  proprietà  distributiva  rispetto  alla 
somma  (5). 

I  segni  > ,  < ,  sono  già  stati  da  noi  definiti,  mediante 
una  def.  di  2»  specie  (pag.  132),  facendo  uso  dei  segni  N,  +. 

Restano  da  analizzarsi  le  proprietà  delle  relazioni 
espresse  dai  segni  >,  <,  parte  delle  quali  si  ottengono 
dalle  Pp  precedenti,  parte  no. 
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È  p.  e.,  conseguenza  delle  Pp  precedenti  la  prop. 

(Vedi  Peano,  l,  e,  pag.  6),  ma  non  si  può,  p.  e. ,  dimo- 
strare che 

cioè  non  si  può  dimostrare  che  dei  tre  casi  a  =  è,  a  >  6, 
a<h  deve  verificarsene  uno  solo.  Per  dimostrare'  questa 
prop.  è  necessario  ammettere  che 


a,  6  €  N  .  sue  a  =  sue  6  :  0  :  a  ==  è 


(Pp5) 


"  se  due  numeri   hanno  eguali   i   successivi,   allora  «ssi 
sono  eguali  „  e  che 


1  -  €  sue  N 


(Pp6) 


*  uno  non  è  il  successivo  di  un  numero  intero  „. 

È  necessario  cioè  ammettere,  con  la  Pp5,  l'inversa  della 
ben  nota  proprietà  "  Aggiungendo  uno  stesso  numero  a 
numeri  eguali,  si  ottengono...  „ ,  in  un  caso  particolare; 
e  ammettere  poi  che  (Pp6)  «  uno  è  il  primo  dei  numeri 
interi  „. 

Risulta  allora  che  la  frase  "  il  numero  a  è  uguale  al 
numero  h  „  è  equivalente  alla  frase  "  a  non  è  maggiore 
e  non  è  minore  di  ò  , 

a,  6  €  N  .-.  3  .-.  a  =  è  :  =  :  «  -  >  è  .  a  .  <  è 

e  risulta  anche  che  la  frase  "  il  numero  a  non  è  eguale 
a  è  „  è  equivalente  alla  frase  "  a  è  maggiore  o  è  minore 
di  ì)  „ 

a,  ieN.-.o.-.a-  =  ò:  =  :a>ò.u.a<ò. 


,s      li 


^ 


Quindi  le  due  frasi  "  diseguale  „,  "  maggiore  o  mi- 
nore „  hanno  il  medesimo  significato  solo  quando  si  am- 
metta che  per  i  segni  N,  sue,  sieno  vere  le  Pp5,  6. 

Che  le  idee  espresse  dalle  Ppl-6  sieno  le  più  semplici 
che  r  uomo  abbia  riguardo  agli  enti  della  classe  N,  ri- 
sulta evidentemente  dall'  analisi  da  noi  fatta.  Che  tali 
Pp  sieno  sufficienti  per  la  teoria  degli  N,  è  provato,  at- 
tualmente, dal  fatto,  che  non  si  conosce  una  prop.  sugli  N 
che  non  sia  conseguenza  delle  Ppl-6.  Di  più  è  stato  di- 
mostrato (Peano,  Rivista  di  matematica^  voi.  I,  pag.  93) 
che  una  qualunque  delle  Ppl-6  non  è  conseguenza  delle 
altre,  e  ciò  prova  che  ognuna  delle  Pp  enunciate  è  ne- 
cessaria nel  sistema  Ppl-6. 

E  poiché  gli  ordinari  trattati  di  aritmetica  cominciano 

di  solito  con  la  definizione  (?)  "  Numero  intero  è „, 

noi  concluderemo  l'analisi  della  classe  N,  osservando  che 
alla  dimanda  "  che  cosa  è  un  numero  intero?  „,  si  può 
rispondere  "  un  ente  appartenente  ad  una  classe  N  i  cui 
individui  verificano  le  Ppl-6  „  e  riteniamo  che  qualunque 
altra  risposta  sia  attualmente  priva  di  significato. 


# 


I  segni  P,  0,  ^ ,  - ,  introdotti  nel  cap.  I  sono  stati  de- 
finiti per  mezzo  delle  loro  proprietà  espresse  dalle  Pp 
logiche,  cioè  definiti  in  se  stessi.  Abbiamo  cioè  ammessi 
come  primitivi  i  concetti  espressi  dai  termini:  proposi- 
zione, si  deducCf  e,  non,  e  come  primitive  le  relazioni,  tra 
questi  segni,  espresse  dalle  Ppl-11. 

II  segno  =,  tra  individui  di  una  classe,  è  pure  stato 


i:'-.*irft'JÉiifa9Ki3»ffiKa«^f»ì,  - ,"- 
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definito  in  se  stesso,  con  le  PI,  2,  3,  §  1,  cap.  IV.  Lo 
stesso  si  e  fatto  per  i  segni  di  corrispondenza  (PI,  §  3, 
cap.  IV). 


§  7.  —  Definizioni  di  quarta  specie. 

In  certi  casi  neanche  la  forma  precedente  di  defini- 
zione può  essere  adottata.  Ciò  avviene  quando,  'l'ente  x 
che  si  vuol  definire,  si  ottiene  come  astrazione  di  un  com- 
plesso determinato  di  altri  enti  noti. 

Un  razionale,  p.  e.,  può  esser  definito  come  ente  astratto 
ottenuto  da  una  coppia  di  numeri  interi.  Essendo  m,  n 
due  numeri  interi,  con  min  indichiamo  un  ente  che  di- 
pende da  m  e  da  «,  e  il  modo  di  dipendenza,  che  noi 
possiamo  stabilire  ad  arbitrio,  (salvo  il  risultato  al  quale 
si  vuol  giungere),  definisce,  per  astrazione,  l'ente  m/n. 

In  generale  :  se  w  è  la  cosa  nota  (p.  es.,  la  coppia  m,  n  di 
numeri  interi),  allora  la  cosa  che  si  vuol  definire  (p.  e., 
il  razionale  m/n),  e  una  funzione  cp  di  u.  Per  qp  u  bisogna 
definire  la  relazione  indicata  dal  segno  =,  dicendo  quale  è 
per  le  cose  (pu,  (pv  il  significato  della  relazione  (pu  =  (pv. 
Tale  Def  ha  la  forma 

Au,  »  :  D  :  qp  M  =  cp  t' .  =  .  pu,  v 

ove  hu,  V  è  l'ipotesi  relativa  alle  cose  u,  v;  ^u,  »  è  la  prop. 
contenente  u,  v,  avente  già  significato  noto,  e  che  po- 
niamo equivalente  alla  relazione  qpw  =  qpv  da  definire. 
In  modo  analogo  si  deve  definire  ogni  operazione  da 
eseguirsi  con  gli  enti  astratti  epa,  cpv.  Essendo  a  il  segno 
di  una  operazione,  poniamo 

fe«,  »  .  0  .  (<P  m)  a  (qp  v)  =  ?u,  D 


ove  ku,v  e  ancora  l'ipotesi  relativa  alle  cose  w,  t;,  e  qu,v 
h  una  funzione  di  u  e  v,  avente  già  significato  noto  e 
che  noi  poniamo  identica  al  risultato  dell'  operazione  a 
eseguita  con  qpw  e  cpv. 

Le  medesime  cose  possono  osservarsi  se  a  è  un  segno 
di  relazione. 

La  classe  H  di  enti,  definiti  come  funzioni  astratte  qp 
degli  enti  noti  w,  t?,...  risulta,  con  una  definizione  di 
prima  specie,  definita,  ponendo 

H  =  a?€(w€M.a;  =  qpM.  '=^^ 


ove 


M  è    una    classe    nota,  e   tale  definizione   si  legge 
H  è  il  complesso  degli  entifar  tali,  che  esiste  almeno 
un  u  della  classe  M,  per  il  quale  x  è  identico  a  qpw  „. 


* 
*  * 


Vediamo  come  possano,  con  una  def.  di  quarta  specie, 
definirsi,  p.  es.,  i  numeri  razionali. 

Nella  maggior  parte  dei  trattati  si  definisce,  o  almeno 
si  crede  definire,  il  razionale  mfn,  ove  m,  weN,  dicendo 
che  "  mjn  è  il  numero  m  volte  più  grande  di  un  enne- 
simo di  uno  „.  Qui  i  termini  non  definiti  sono  due  "  un 
ennesimo  di  uno  „ ,  e  "  m  volte  più  grande  „.  Ammesso 
anche  che  sia  stata  definita  la  prima  frase,  per  la  se- 
conda si  osservi  che  dalla  teoria  dei  N  può  aver  ricevuto 
significato  solo  la  frase  "  m  volte  più  grande  di  un  dato  N  „. 
Del  resto  nei  trattati  ordinari  ne  Tuna  frase,  ne  l'altra 
si  definiscono,  e  quindi  l'ordinaria  definizione  è  priva  di 
significato. 

Considerando  il  razionale  m/n  come  una  coppia  di  nu- 
meri interi,  allora  non  ha  più  senso  dire,  p.  es.,  che  m/n 


! 


■-w^jwr. 
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e  eguale  a  (2m)/(2w),  poiché  due  coppie  {x,  y) ,  {x,  y)  si 
ritengono  eguali  solo  quando  x=^x   e  y  =  y. 

Il  razionale  m/n  non  è  dunque  da  considerarsi  come 
una  coppia,  ma  come  una  funzione  della  coppia  (w,  n), 
cioè  come  un  ente  che  si  ottiene  astraendo  da  m,  da  n 
e  dalla  coppia  (m,  n). 

Indichiamo  per  ora,  seguendo  Euclide  almeno  per  i  ter- 
mini, con  R'  la  frase  ragione  di,  o  ^-apporto  di,  e  con 
R'  (m,  n)  la  frase  "  ragione  di  w  ad  w  „ ,  o  "  rapporto  di 
m  ad  n  „.  Il  segno  R'  (w,  n)  equivale,  come  vedremo, 
all'ordinario  segno  mjn. 

Scrivendo  R,  come  si  è  già  fatto,  al  posto  di  razionale, 
definiamo  la  classe  R,  ponendo: 

(1)         R  =  ic  €  )  m,  n  eN  .  X  =  R^  {m,  n) .  '  =  n,  n  A  { 

cioè  "  Indichiamo  col  segno  R  il  complesso  di  quegli 
enti  X  tali,  che  per  ognuno  di  essi  esistono  almeno  due 
numeri  interi  m,  n  tali  che  x  e  identico  alla  funzione  R*, 
della  coppia  (m,  n)  „. 

La  funzione  R'  non  è  definita,  solo  con  la  (1)  ammet- 
tiamo che  essa  ad  ogni  coppia  di  N  faccia  corrispondere 
un  ente,  astrazione  della  nostra  mente,  che  appartiene 
alla  classe  R;  ammettiamo  cioè  che 

R'e(Rf(N,N)) 

*  R^  è  un  segno  di  funzione  che  fa  corrispondere  ad  ogni 
coppia  di  N  un  R  „. 

Essendo  m,  m,  n,  n  due  numeri  interi ,  quando  è  che 
gli  enti  R'  (w,  m),  R*  (m',  n)  sono  eguali?  E  prima  di 
tutto,  ha  attualmente  significato  il  termine  eguali? 

La  coppia  (m,  n\  è  eguale  alla  coppia  (/»',  n)  quando 
m  =  m'  e  n  =  n,  ma  non  essendo  stata  definita  la  funzione 
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R'  non  ha  ancora  senso  la  scrittura  R'  (m,  n)  =  R'  {m,  n). 
Noi  diamo  significato  alla  relazione  precedente,  ponendo, 
secondo  lo  Stolz  (  Vorlesungen  iiber  allgemeine  Arithmetik), 

m, »,  m',  »' e  N  :  0  :  R'  {m, n)  =  R* {m, n).  =  . mXn=nXm 

ovvero,  ponendo  come  si  fa  ordinariamente  il  segno  min 
al  posto  del  segno  R'  (m,  «), 


m,  M,  m',  n'  €  N  :  3  :  nijn  =  m'/n  :  =  :  mn 


nm 


Diciamo  cioè  che  "  Il  razionale  w/n  è  eguale  al  razio- 
nale m/n,  quando  il  numero  mn  e  eguale  al  numero 
nm\. 

Dalla  teoria  dei  numeri  interi  e  dalla  precedente  de- 
finizione si  deduce,  facilmente,  che  la  relazione  a  =  b, 
ove  a,  6  €  R,  è  riflessiva  simmetrica  e  transitiva,  che  cioè 
si  ha 

a,b,  ceR  .<j: 
a  =  a 

a  =  b  .  =  .b  =  a 
a  =  b.b  =  c.'j.a  =  b 

come   la   relazione   analoga   per  gli   enti  di   una  classe 
qualunque  (§  1 .  PI,  4,  5). 

Definita  la  relazione  espressa  dal  segno  =,  occorre 
ancora  definire  le  operazioni  indicate  dai  segni  -f-,  X,— 
Ciò  nei  trattati  ordinari  raramente  si  fa,  mentre  si  pre- 
tende dimostrare,  p.  es.,  che,  3/7  +  1/7  =  4/7,  non  avendo 
ancora  ricevuto  significato  il  complesso  di  segni  S/7-\-lp. 
Per  le  operazioni   indicate    dai    segni  +,  x,  porremo, 
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seguendo  ancora  lo  Stolz, 

in,n,  m',  n'  e  N  .  0  .  min  -\- mjn  =  {mn  -\-  nm')/{nn) 
0.(mln)  X  {m/n)  =  {mm')l{nn) 

che  non  hanno  bisogno  di  spiegazioni.  Le  definizioni  ora 
date  sono  di  seconda  specie  e  la  def.  di  R  di  prima 
specie. 


* 

*  * 


I  numeri  reali,  p.  e.,  si  ottengono  in  modo  analogo 
considerando  l'ente  astratto  limite  superiore  di  una  classe 
di  razionali.  Scrivendo  V  al  posto  di  "  limite  superiore  ,, 
abbiamo, 

u,ve  K'R  :  :  0  :  :  I'm  =  Vv  .'.  =  .'.x€R:<j^: 

Mn(a;-j-R)-  =  A.  =  .v^(iP  +  R)-  =  A 

"Se  u,v  sono  classi  di  razionali,  allora  :  dire  che  il  li- 
mite superiore  degli  u  e  uguale  al  limite  superiore  dei  v, 
equivale  a  dire  che,  qualunque  sia  il  razionale  x,  se  esi- 
stono in  u  individui  maggiore  di  x,  allora  esistono  in  v 
individui  maggiore  di  ar  e  viceversa  „.  In  altri  termini 
diciamo  che  "  ì'u  =  Vv,  quando  ogni  numero  x  minore 
di  qualche  u  è  pure  minore  di  qualche  v  e  viceversa  „. 
Alla  def.  precedente  può  anche  darsi  la  forma  (pag.  79,  P6) 

u,  V  eK^R  ::  ij  ::V  u  =  V  V  .'.  =  .'.xeRi'j^: 

wn(a;4-R)  =  A.  =  .«'^(a?  +  R)  =  A 

che  esprime;  "  ì'u==ì'v,  quando  ogni  numero  x  mag- 
giore di  ogni  u  è  maggiore  di  ogni  v  e  viceversa  ,. 


La  funzione  che  qui  si  considera  e  il  "  limite  superiore 
"di  „,  ed  è  tale  che  ad  ogni  classe  di  razionali  fa  corri- 
spondere un  ente  astrazione  della  nostra  mente,  che  noi 
chiamiamo  in  generale  numero  reale  e  che  è  indipen- 
dente dalla  classe  ii  che  si  considera  e  dalla  funzione  1'. 
La  classe  Q,  resta  definita  ponendo, 

Q==x€  \  a  en.  u  e  K'R.  u  n(a~\-U)  =  A'. r  =  Vu.'=u.  a  A 

cioè  "  Q  è  l'insieme  degli  enti  x  tali  che  per  ognuno  di 
essi  si  può  determinare  almeno  un  razionale  a  e  una 
classe  di  razionali  non  maggiori  di  a,  tali  che  x  possa 
dirsi  identico  alla  funzione  V  h  ^.  Con  la  condizione 
un{a-\-R)==A  escludiamo  dalla  classe  Q  l'infinito. 

Anche  per  tali  enti   occorre  definire   le  operazioni  in- 
dicate dai  segni -j-,  x,...  Poniamo 

u,ve  K'R  .a  ^R .  H  n  (a  +  R)  =  A  '  n  n  {a  i-R)  =  A  .0- 
{ì'u)  +  {rv)  =  V{u  +  v) 
{V  u)  X  (r  r)  =  Y{uXv). 


Cioè  "  La  somma  di  1'  u  con  1'  /;  è  il  limite  superiore  della 
classe  u  +  v^,  "  Il  prodotto  di  ì' u  con  Vv  è  il  limite 
superiore  della  classe  uXv  „, 


*  * 


Alle  definizioni  di  quarta  specie  diamo  dunque  in  ge- 
nerale la  forma 

(1)  hu.viO-  (qp  u)  a{(pv).  =  .  pu,  V 

che  definisce  il  significato  della  scrittura  (qp  u)  a  (cp  v)  ove 
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u,  V  sono  enti  noti ,  qp  è  una  funzione  che  produce  un 
nuovo  ente  9  u  astrazione  dell'ente,  0  complesso  di  enti,  u,' 
e  a  è  un  segno  di  operazione  o  di  relazione. 

Affinchè  per  la  relazione  espressa  dal  segno  =,  nel  senso 
ora  introdotto,  sia  verificata  la  legge  formale,  è  necessario 
che  la  funzione  qp  sia  essa  stessa  riflessiva,  simmetrica  e 
transitiva,  cioè  si  abbia 


cpu  =  (p  u        ;  (pu  =  (pv.  =  .(pv  =  (pu 

(p  U  =  (p  V  .  Cp  V  =  Cp  W  .<[)  .Cp  U  =  (p  IV 


Ciò  abbiamo  veduto  che  è  vero  per  la  funzione  R',  e 
si  potrebbe  verificare  facilmente  che  è  vero  per  la  fun- 
zione r. 

Tali  proprietà  di  qp  sono  vere,  quando  la  relazione  pn,  v, 
contenuta  nella  precedente  def. ,  è  pure  riflessiva,  sim- 
metrica e  transitiva,  cioè  quando  :  pu,  «  sia  identicamente 
vera;  pu,  v  equivalga  a  pr,  u;  e  dall'affermazione  simultanea 
Pu,  V  .  Pr,  ìv ,  si  deduca  pu,  ìv.  Soddisfacendo  ])  a  queste  condi- 
zioni si  può  da  ogni  ente  u  della  classe  che  si  considera 
ottenerne  un  altro,  per  astrazione,  (pti;  e  per  tali  enti  che 
così  si  ottengono,  definita  Veguaglianza  con  la  (1),  ove  al 
posto  del  segno  a  si  ponga  il  segno  =,  questa  gode 
delle  ordinarie  proprietà.  Eccone  alcuni  esempi: 

(a)  La  relazione  espressa  in  geometria,  p.  es.,  per  le 
figure  piane,  dal  termine  equivalente  è  riflessiva,  simme- 
trica e  transitiva.  Se  il  termine  equivalente  lo  definiamo 
dicendo  "  La  figura  A  è  equivalente  alla  figura  B,  quando 
A  e  B  possono  decomporsi  in  parti  rispettivamente  eguali 
{sovrapjyonihili)  „,  otteniamo  allora  da  ogni  figura  piana  A, 
l'ente  astratto  area  di  A,  funzione  di  A.  E  diciamo  che 
"  Area  di  A,  è  eguale  a,  area  di  B,  quando  A  è  equiva- 
lente a  B  -. 
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(P)  La  relazione  espressa  in  geometria  dal  termine 
h  parallelo,  è  riflessiva ,  simmetrica  e  transitiva,  quando 
si  ammetta  che  ogni  ente  (retta  0  piano)  sia  parallelo  a 
se  stesso.  Otteniamo  allora  da  ogni  retta  A  l'ente  astratto 
punto  all'infinito  di  A,  0  direzione  di  A,  funzione  di  A: 
e  diciamo  che  **  La  direzione  di  A  è  eguale  alla  direzione 
di  B,  quando  A  è  parallela  a  B  „.  Analogamente  defi- 
niamo la  giacitura  di  k,  0  la  retta  all'infinito  di  A,  es- 
sendo A  un  piano,  e  diciamo  "  La  giacitura  di  A  è  eguale 
alla  giacitura  di  B,  quando  A  è  parallelo  a  B  „. 

(Y)  Se  A,  B  sono  proposizioni,  la  relazione  A  3  B .  B  q  A 
o,  A  è  equivalente  a  B,  e  riflessiva,  simmetrica  e  transitiva 
(pag.  27).  Otteniamo  allora  da  ogni  prop.  A  l'ente  astratto 
valore  di  A  0  significato  di  k:  e  diciamo  che  "  Il  signi- 
ficato di  A  è  eguale  al  significato  di  B,  quando  A  è  equi- 
valente a  B  „.  Analoga  osservazione  vale  quando  A,  B 
sono  classi. 

(6)  Le  relazioni  espresse  dai  termini,  perpendicolare, 
primo  con,  è  un  divisore,  è  un  multiplo,...  non  sono  rifles- 
sive, simmetriche  e  transitive.  Per  mezzo  di  esse  nessun 
ente  astratto  si  ottiene. 


'v.>5 


Negli  ordinari  trattati  di  aritmetica  e  geometria  si 
pretende  spesso  definire  la  relazione  indicata  dal  segno  = 
dicendo  "  Una  cosa  a  è  eguale  ad  una  cosa  b,  quando  a 
può  essere  sostituita  in  qualunque  caso  alla  cosa  b  „. 
Ammesso  anche  noto  il  significato  del  termine  sostituire 
resta  tanto  arbitrario  il  significato  del  segno  =  che  la 
proprietà  espressa  dalla  ordinaria  definizione  può  farsi 
risultare  falsa. 


•^, 
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Così,  p.  es.,  4/5  è  frazione  irreduttibile;  ma  4/5  =  8/10; 
dunque  H/10  è  frazioue  irreduttibile.  Il  che  è  falso.  Ed  h 
falso  perchè  frazione  irreduttilnle,  non  è  una  funzione 
del  razionale  4/5 ,  ma  invece  una  funzione  della  coppia 
(4,  5),  diversa  dalla  funzione  R'(4,  5)  o  4/5  (vedi  pag.  142). 
Se  dunque  definiamo  il  razionale  come  funzione  di  una 
coppia  di  numeri,  con  i  termini  frazione  irreduttibile  non 
indichiamo  più  un  razionale  nel  senso  inteso  prima.  Lo 
stesso  avviene,  p.  es.,  per  le  funzioni  numeratore  o  deno- 
minatore del  razionale  mjn^  per  le  quali  il  principio  della 
sostituzione  non  è  vero.  Analogamente  con  le  parole, 
termini  di  una  somma,  fattore  di  un  prodotto,...  non  indi- 
chiamo funzioni  della  somma  o  del  prodotto.  Occorre 
pure,  p.  es.,  precisare  il  significato  della  frase  "  primo 
termine  di  4  -[~  7  „ ,  poiché  essa  può  indicare  uno  qua- 
lunque dei  numeri  Z^q. 

Quando  la  legge  formale  è  soddisfatta  per  il  segno  = 
cioè  la  relazione  (e  la  funzione)  dalla  quale  si  è  ottenuto 
è  riflessiva,  simmetrica  e  transitiva,  allora  la  P6  del  §  1 
prova  che  il  principio  della  sostituzione  è  vero  per  la 
relazione  = . 

Per  ogni  operazione  a  da  eseguirsi  con  gli  individui 
di  una  classe,  e  per  ogni  relazione  a,  occorre  dimostrare 
che  è  vera  la  legge  della  sostituzione  (pag.  30);  cioè  che 
ad  ogni  ente  a  possiamo  sostituire  il  suo  eguale.  Ciò  noi 
abbiamo,  p.  es.,  fatto  per  le  operazioni  logiche  o ,  w  (vedi 
pag.  31)  e  per  la  relazione  espressa  dal  segno  Q  (pag.  31). 

L'ordinaria  definizione  del  segno  =  è  dunque,  in  so- 
stanza, un  puro  complesso  di  parole  privo  di  significato, 
come  sono  molte  delle  definizioni  degli  ordinari  trattati. 
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§  8.  —  Proposizioni  indipendenti. 


Le  definizioni  di  1"-,  2"-,  4*  specie ,  indipendentemente 
dall'utilità  che  presentano,  non  sono  necessarie.  Quelle  di 
1*  e  2*  perchè  ogni  segno  o  complesso  di  segni  a-,  viene 
sostituito  ad  un  complesso  di  segni  a  aventi  un  signifi- 
cato determinato  e  noto.  Quelle  di  4*  specie,  perchè  al 
complesso  di  segni  (qp  m)  a  (qp  t;) ,  ove  a  è  un  segno  o  di 
operazione  o  di  relazione,  può,  per  convenzione,  sostituirsi 
sempre  il  complesso  di  segni  qu, ,  (vedi  pag.  140),  avente 
significato  noto  e  indipendente  dal  segno  di  relazione  a. 
e,  in  certi  casi,  anche  dalla  funzione  cp. 

Le  definizioni  di  3*  specie  sono  però  necessarie  e  ri- 
nunziando ad  esse,  dobbiamo  rinunziare  allo  studio  di 
ogni  ente.  Per  mezzo  di  esse  noi  individuiamo  un  ente  x, 
non  direttamente,  non  ricorrendo  cioè  ad  altri  enti  noti 
(all'infuori  di  quelli  logici  —  necessari  sempre),  ma  per 
mezzo  delle  proi)rietù  che  esso  ha  e  delle  quali  scegliamo 
le  più  semplici,  e  ne  assumiamo,  senza  dimostrarle,  tante 
quante  sono  necessarie  per  ottenere  logicamente  le  altre. 


*  * 


E  appunto  nella  scelta  del  sistema  primitivo  a  di  pro- 
posizioni, atte  a  definire  in  se  stesso  l'ente  .r,  che  dob- 
biamo fare  qualche  osservazione. 

Intanto  il  sistema  a  dev'essere  completo,  cioè  tale  che 
ogni  proprietà   dell'  ente  x,  sperimentalmente  vera,  sia 


^'1 
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conseguenza  logica  di  prop.  contenute  nel  sistema  a,  e 
solamente  di  queste. 

Di  più  è  utile,  almeno  scientificamente,  che  il  sistema 
a  sia  irreduttibile,  cioè  tale  che  ognuna  delle  prop.  che 
lo  formano  non  sia  conseguenza  delle  rimanenti. 

Non  è  molto  difficile  ottenere  un  sistema  a  completo: 
basta  analizzare  accuratamente  tutte  le  idee  delle  quali 
ci  serviamo.  E  a  ciò  si  presta  molto  bene  il  simbolismo 
logico,  nel  quale  i  segni  hanno  un  significato  nettamente 
determinato,  e  non  è  possibile,  operando  bene  —  si  ca- 
pisce —,  introdurre  enti  ed  idee  non  comprese  in  quelle 
che  noi  vogliamo  considerare,  come  spesso  è  facile  ac- 
cada, usando  il  linguaggio  comune,  nel  quale  i  termini 
non  sono  completamente  precisati. 

È  più  difficile  assicurarsi  se  il  sistema  a  ottenuto  è 
irreduttibile.  In  ciò  che  segue  diamo  qualche  esempio  dei 
metodi  che  possono  condurre  ad  affermare  se  un  dato 
sistema  a  di  prop.  primitive  è  o  no  reduttibile. 


Sieno  U^,  Va;  delle  proposizioni  contenenti  la  variabile 
0  il  gruppo  di  variabili  x.  Quando  diremo  che  "  la  prop. 
V^  e  indipendente  dalla  prop.  U^:  „,  intenderemo  dire  che 
"  esistono  degli  x  per  i  quali  essendo  vera  Uà:,  si  ha 
che  V^  è  falsa  „.  In  simboli,  dunque,  la  frase,  "  la  prop.  V^, 
è  indipendente  dalla  prop.  U^  „  viene  espressa  da  (pag.  69), 


(1) 

o  anche  da 

(1)' 


Ua;  .  ~   V-c  •  ~  ~~'x  '  J\. 


"  \^x  •  Ux  '    'a/ 
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La  (1)  si  legge  "  Esistono  degli  x  tali  che  soddisfano 
alla  condizione  U^;  e  non  alla  condizione  V^  „  ;  la  (1)'  si 
legge  "  non  è  vero,  che  qualunque  sia  x,  gli  x  che  sod- 
disfano ad  U^  soddisfano  a  V^.  „. 

Evidentemente  la  relazione  "  è  indipendente  da  „,  non 
è  simmetrica.  Alla  frase  "  le  prop.  U^.,  V^  sono  indipen- 
denti „ ,  che  attualmente  è  priva  di  significato ,  daremo 
quello  espresso  dall'affermazione  simultanea 

Ux  ■  -  V,  :  -  =,  :  A  .-.  V,  -  U,  :  -  = ,  :  A 


* 

*  * 


È  nelle  definizioni  degli  enti  in  se  stessi  (§7)  che 
occorre  far  uso  del  concetto  di  proposizioni  indipendenti. 

Nella  teoria  delle  grandezze,  p.  e.,  definiamo  la  somma 
di  due  grandezze,  assegnando  certe  proprietà  fondamen- 
tali del  segno  +.  Scrivendo  G  al  posto  della  parola 
grandezza,  alcune  delle  proprietà  del  segno  -\-  che  si  as- 
sumono per  definire  in  se  stessa  la  somma  sono  : 

a,  ò,  e  6  G  :  Q  : 

(1)  a^b.'j.a~\-c  =  b-\-c 

(2)  a  +  è  =  6-fa 

(3)  a  +  (6  +  c)  =  (a  +  ò)+c 

Volendo  provare  che  tali  prop.  sono  indipendenti,  che 
cioè,  una  di  esse  non  è  conseguenza  delle  altre,  basta 
provare  che  per  valori  speciali  degli  elementi  indeter- 
minati che  compariscono  nelle  prop.  (1),  (2),  (3),  una 
qualunque  delle  tre  prop.  è  falsa,  mentre  le  altre  due 
sono  vere. 
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Gli  elementi  indeterminati  che  compariscano  nelle  prop. 
(1),  (2),  (3)  sono  rappresentati  dai  segni  G,  =  ,+.  Ri- 
guardo a  tali  segni  le  prop.  (1),  2),  (3)  sono  considerate 
come  condizionali  della  forma  ax  o  èo-,  (pag.  89).  Abbiamo  : 

(a)  Se  G  è  la  classe  dei  numeri  reali,  chiamiamo 
eguali  due  numeri  aventi  modulo  eijuale  (lo  stesso  valore 
assoluto),  e  il  segno  +  ha  l'ordinario  significato  ;  allora, 
la  prop.  (1)  è  falsa,  poiché,  p.  e.,  si  ha  che  7  =  —  7  e 
7  +  5  •  =  —  7  +  5,  e  le  prop.  (2),  (3)  sono  vere  ;  cioè  la 
prop.  (1)  è  indipendente  dalle  prop.  (2),  (3),  e  si  ha 

-(1).(2).(3):-==:A 

0)  Se  G  e  la  classe  dei  quaternioni,  =  ha  l'ordi- 
nario significato  e  -f-  è  il  segno  del  prodotto  secondo 
Hamilton  ;  allora,  le  prop.  (1),  (3)  sono  vere  e  la  prop.  (2) 
è  falsa,  cioè 

(1) .  -  (2) .  (3)  :  -  =  :  A 

(t)  Se  G  è  la  classe  dei  punti,  chiamiamo  eguali  due 
punti  coincidenti,  ed  essendo  a,  h  due  punti  indichiamo 
con  a-]-!)  il  punto  medio  del  segmento  che  ha  a  ah  per 
estremi;  allora,  le  prop.  (1),  (2)  sono  vere  e  la  prop.  (3) 
è  falsa,  cioè 

(1) .  (2) .  -  (3)  :  -  =  :  A 

Da  (a),  (3),  (y)  si  deduco  che  le  prop.  (1),  (2),  (3)  sono 
indipendenti,  cioè  che  non  è  possibile  dedurre  una  di  esse 
dalle  rimanenti. 
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Se  il  sistema  a  di  postulati  che  si  considera  contiene 
w,  (n  €  1  4-  N),  prop.,  si  sarà  dimostrato  che  è  irreduttihile, 
quando  si  sieno  trovate  n  classi  di  enti  ir,  per  ognuna 
delle  quali  sia  falsa  una  delle  prop.  di  a  e  vere  le  ri- 
manenti. Ora  ciò  presenta  spesso  serie  difficoltà,  e  fra  i 
sistemi  di  postulati  attualmente  noti,  solo  quello  per 
gli  N,  può  dirsi  assolutamente  irreduttibile. 


* 

*  * 


Sieno  Uà;,  V^,  W^  delle  proposizioni  contenenti  il  gruppo 
di  lettere  variabili  x-.  diremo  che  "  W^  è  conseguenza 
necessaria  della  prop.  V^;  nel  gruppo  U.^,  V,,  „  quando, 
"  W^  è  conseguenza  di  U^  e  V^,  e  W^  è  indipendente 
da  U^  „  ;  cioè  quando 

U.V..O,.W,:U.-W,.-==,.A 

Riprendendo  il  precedente  esempio  delle  grandezze  è 
facile  dimostrare  che  la  prop. 

(4)  »  €  1  +  N  .  /■€  G  f  Z„  .//€  (Z„  f  Zn)  sim  :  D  : 

n-\-f2  +  ...^fn=f(g\)-^...f{gn), 

che  esprime  in  generale  la  proprietà  commutatira  della 
somma,  si  dimostra  facendo  uso  delle  prop.  (1),  (2),  (3). 
Si  ha  cioè  che 

(l).(2).(3):o:(4) 


,  l^~V*'SW^  '  "" 
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Capitolo  IV 


Se  ora  G  è  la  classe  dei  punti,  chiamiamo  eguali  due 
punti  coincidenti,  e  a  +  b  indica  il  punto  medio  del 
segmento  che  ha  i  punti  a,  b  per  estremi,  allora  le  prop. 
(1),  (2)  sono  vere,  e  la  prop.  (4)  e  falsa  in  generale  (per 
n  >  2).  Quindi  ^ 

(1).(2).-(4):.  =  :A 

Cloe  la  prop.  (4)  è  conseguenza  necessaria  della  prop.  (3) 
nel  gruppo  (1),  (2),  (3)  „,  o  in  altri  termini  "  la  proprietà 
generale  commutativa  della  somma  è  conseguenza  neces- 
saria della  proprietà  associativa  „. 


ERRATA-CORRIGE 


Pag.  3,  linea  11,  in  luogo  di   "  3  e  Np  ,  7  e  Np  „  si  ponga 
"  3eNp.7eNp  ,. 

Pag.  3,  linea  15,  in  luogo  di  "  12  „  si  ponga  "  13  „. 

Pag.  6,  linea  1,  in  luogo  di  "  Quando  per  le...  „  si  ponga 
"'  Quando  per  la  „. 

Pag.  64,  linea  12  in  fine,  in  luogo  di  "  cioè  „  si  ponga  "  ove  ^. 

Pag.  75,  in  luogo  della  prop.  (6)  si  ponga 

q  =  a7e(ic6Q.u.:r€  —  Q.u.ir  =  0) 
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Cantiniere.  Lavori  di  cantina  mese  per  mese,  delllnge- 

j,niero  A.  Strucchi,  di  paff.  viii-172  con  30  incisioni. 
Cartoi^rafla   (Manuale   teorico-pratico   della),  con  un 

sunto  sulla  storia  della  Cartosrrafia,  del  Prof.  E.  Gel- 

ciCH,  di  pagr.  vi-257,  con  ìi7  illustrazioni 

—  (Vedi  Disegno  topografico  —  Telemetria). 
Case.  —  (Vedi  Proprietario  di  Case). 
Caseificio,  di  L.  Manetti,  2'  edizione,  completamente 

rifatta  dal  l'rof.  Sartori,  di  pagine  iv-21-2,  con  34 

incisioni ■'    '  t'  .'    l    '    ' 

—  (Vedi  Adulterazione  degli  alimenti  —  Latte,  burro, 

cacio).  T,   T.  j- 

Catasto  (H  nuovo)  italiano,  dell' Avv.  E.  Bruni,  di 

pag-.  xTi-;it6,  voi.  doppio „•    v>.  \r'    ' 

Cavallo  (Manuale  del),  del  Ten.  Colonnello  C.  Vol- 
pini, di  pag-.  iv-2(X)  con  illustrazioni  e  8  tavole.    .    . 
Celeriniensura  (Manuale  pratico  di),  e  tavole  loga- 
ritmiche a  quattro   decimali  dell' Ing.  F.  Borletti, 

di  paff.  VI-14S  con  29  incisioni   .    .    .    .  ^ 

tJelerlmensura  (Manuale  e  tavole  di),  dell'Ing.  G.  Or- 
landi, di  pag.  r2(X)  con  un  quadro  generale  d' inter- 
polazioni  ^.    .    .    ..•    •    •   .•    •    •.  •    •  .* 

—  (V.  Cartografia  —  Compensazione  degli  errori  —  Di- 
segno topografico  —  Geometria  pratica  —  Telemetria). 

Ceralacche.  (Vedi  Vernici). 

€^ ereali.  (Vedi   Frumento  e  Mais  —  Panificazione). 

«Chimica,  del  Prof.  H.  E.  RoscOE,  traduzione  del 
Prof.  A.  Pavesi,  di  pag.  vi-124,  con  36  ine,  4'  ediz. 

Chimica  agpraria,  del  Dott.  A.  Aducco,  di  p.  vill-328. 

(\^0(li  Concìmii) 

Chimico  (Manuale  del)  e  dell'  industriale,  ad  uso 
dei  Chimici  analitici  e  tecnici,  degli  industriali,  ecc., 
del  Dott.  Prof.  L.  Gabba,  di  pag.  xii-iM 

—  (Vedi  Analisi  volumetrica). 

Ciclista  (Manuale  del),  di  A.  Galante,   riccamente 

illustrato,  di  pag.  vi-194,  con  73  fototipie  .    .    .    .    . 

CIÌmatolo;jrÌa,  di  L.  De  Marchi,  p.  x-2()4,  con  6  carte 

—  (Vedi  Igroscopi  —  Meteorologia  —  Sismologia). 
Codice  dòg^anale  italiano  con  commento  e  note, 

dell' Avv.  E.  Bruni,  di  pa?.  xx-1078  con  4  incisioni. 

—  (V.  Amministrazione  pubblica  -  Trasporti  e  tariffe). 
Codice  metrico   Internazionale.  (Vedi  I  Prototipi 

del  metro  e  del  kilogramma). 


L.  e. 


2  - 
2  - 

2  - 


2  — 

3  - 
2  50 

8  50 

18— 


1  50 

2  50 


5  - 


2  50 
1  50 


6  50 
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C'^og'nac  (Fabbricazione  del)  e  dello  spirito  di    vino 
e  distillazioue   delle    Tecce  e  delle  vinacce,  di 

Dal  Piaz-di  Prato,  di  pag.  x-168,  con  37  incisioni.  2  — 
Coleotteri  italiani,  del  Dott.  A.  Griffinl  (In  lav.). 
Colombi  domestici  e  colombicoltura,  del  Prof.  P. 

BoNizzi,  di  pa^.  vi-210,  con  29  incisioni    ....    !  2  — 

—  (Vedi  Animali  da  cortile  —  Pollicoltura). 
Colombo  C.  (Vedi  Cristoforo  Colombo). 

Colori  e  la  pittura  (La  scienza  dei),  del  Prof.  L.  Guaita, 
di  pag.  248 2  — 

—  (Vedi  Anatomia  pittorica). 

Colori  e  vernici,  di  G.  GoRiNi,  3*  ediz.,  di  p.  iv-184.  2  — 

—  (Vedi  Fotografia  —  Luce  e  colori  —  Vernici). 
Coltivazione   ed  industrie   delle   piante   tessili, 

propriamente  dette  e  di  quelle  che  danno  materia  per 
legacci,  lavori  d'intreccio,  sparteria,  spazzole,  scope, 
carta,  ecc.,  coU'a^gfiunta  di  un  Dizionario  delle  piante 
ed  industrie  tessili,  di  oltre  3000  voci,  del  Prof.  M.  A. 
Savorgnan  D'Osoppo,  di  pag.  xii-476,  con  72  incis.  5  — 

—  (Vedi  Filatura  -  Gelsicoltura  -  Piante  industriali). 
Compensazione  deg-li  errori  con  speciale  applica- 
zione al  rilievi  g^eodetici,  di  F.  Crotti j)ag.  iv-160.  2  — 

Computisteria,  del  Prof.  V.  Gitti,  voi.  L  Computi- 
steria commerciale,  3"  ediz.,  di  pag.  vi-168 1  50 

—  Voi.  II.  Computisteria  finanziaria,   di  pag.  vni-156.  1  50 
Computisteria  ag^raria,  del  Prof.  L.  Petri,  di  pa- 
gine vi-212. 1  50 

—  (Vedi  Contabilità  —  Logismografia  —  Ragioneria 
—  Scritture,  d'affari). 

Concia  delle  pelli  ed  arti  afìBni,  di  G.  GoRINl, 
3"  edizione  interamente  rifatta  dai  Dott.  G.  B.  Fran- 
ceschi e  G.  Venturoli,  di  pag.  ix-210 2  — 

Concimi,  del  jProf.  Funaro,  di  pag.  vii-253  .    .    .    .  2  — 

—  (\'edi  Chimica  agraria). 

Confezione  di  biancheria.  (Vedi  Disegno,  taglio  e).      * 

Conserve  alimentari,  di  G.  GoRiNi,  3"  ediz.  intera- 
mente rifatta  dai  Dott.  G.  B.  Franceschi  e  G.  Ven- 
turoll  (In  lavoro). 

'—  (Vedi  Adulterazione  —  Alimentazione  —  Frumento 
e  mais  —  Latte,  burro  e  cacio  —  Panificazione). 

Contabilità  comunale,  secondo  le  nuove  disposizioni 
legislative  e  regolamentari  (Testo  unico  10  febbraio  1889 
e  K.  Decreto  tì  luglio  1890,  del  Prof.  A.  De  Brun, 
di  pag.  viii-244 1  50 

—  (Vedi  DiHtto  amministrativo  —  Legge  comunale). 
Contabilità   «generale    dello    Stato,    dell' Avv.   E. 

Bruni,  pag.  xii-422  (voi.  doppio) 3  — 

—  (V.  Computisteria  —  Ragioneria  —  Logismografia), 
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Corni  grassi  e  »tearinerla,  deiring.  E.  Marazza. 

—  (Vedi  Industria  stearica).  ,    ,^r  m-  ^  ^ 
Correttore  e  compositore  tipoffrafo.  (V.  Ttpografia). 

Corse  (Dizionario  delle),  (Vedi  Cavallo). 
Costituzione  di  tatti  ffli  «tati.  (Vedi  Ordinamento). 
Costumi.  (Vodi   FAnografìa). 
CristaliograQa  iB^eouietrica,  fisica  e  cliimica  ap- 

plii;ata  ai  minerali,  del  Prof.  F.  Sansoni,  di  p.  xvi-:368, 
con  284  incisioni  nel  testo  (voi.  doppio) ^  — 

—  (Vedi  Geologia  —  Mineralogia).  .on  i  nn 
Cristoforo  Coiombo,  di  V.  BELLlO,con  10  inc^,p.lv-Lib  1  OU 
Crittogame.  (V.  Malattie  crittogamiche  delle  piante). 
Cronolofifia*  (Vedi  Storia  e  Cronologia). 

Collatura.  Prontuario  per  la  cubatura  dei  legnami,  di  «. 
Belluomini,  2*  ediz.  aumentata  e  corretta,  di  pag.  204.  2  oU 

Curve.  Manuale  pel  tracciamento  delle  curve  delle  Fer- 
rovie e  Strade  (^^rrettiere  di  G.  H.  KrOhnke,  tradu- 
zione dell'  Ixìg.  L.  Loria,  2"  edizione  di  pagine  IM, 

con  1  tavola ^*    ;    j.  '    *    *    \^^  ' 

Dante,  di  G.  A.  ScARTAZZlNl,  2  voi.,  di  pag^iii-ia9  e 
iv-147  :  I.  Vita  di  Dante.  —  IL  Opere  di  Dante  .    .  d  — 

Debito  (II)  pubblico  Italiano  e  le  regolo  e  i  modi  per 
le  operazioni  sui  titoli  che  lo  rappresentano,  di  F.  Az- 
ZONI,  di  pag.  viii-'i76  (voi.  doppio).    .......  ^  — 

Decorazione  e  industrie  artistiche,  con  una  intro- 
duzione sulle  industrie  artist.  nazionali,  dell' Arch.  A. 
Melani,  2  voi.,  di  complessive  pag.  xx-4(>0,  con  118  mcis.  b  — 

Demo$irrafia.  (Vedi  Statistica). 

Diboscamento.  (Vedi  Selvicoltura). 

Didattica  per  eli  alunni  dello  scuole  normali  maschili 
e  femminili,  di  CI.  Soli.  (In  lavoro). 

Digesto  (II),  di  C.  Ferrini,  di  pag.  ly-l^-    •    •    •  ,:  ^  ^ 

Dinamica  elementare,  del  Dott.  C.  CATTANEO,  di 
pag.  viii-146,  con  25  figure I  ^ 

—  (Vedi  Termodinamica). 

Diplomatica,  del  Prof.  L.  Zdekauer.  (In  lavoro). 

Diplomi.  (Vedi  Araldica  —  Paleografia).  .     . 

Diritti  e  doveri  del  cittadini,  secondo  le  Istituzioni 
dello  Stato,  per  uso  delle  pubbliche  scuole,  del  Prof.  D. 
Maffioli,  8"  9d.,  di  pag.  xvi-208  ........  1  òu 

Diritto  amministrativo  giusta  i  programmi  governa- 
tivi, ad  uso  degli  Istituti  tecnici,  del  Prot.  G.  Loris, 
2*  edizione,  di  pag.  xxii-506  ( volume  doppio).    .    •    •  J  IT 

Diritto  civile  italìano,del  Prof.  C.ALBiciNl,p.vm-128  1  oU 

Diritto  commerciale.  (Vedi  Mandato). 

Diritto  comunale  e  provinciale,  di  MazzoccolO. 

(Vedi  Le-gge  comunale  e  provinciale). 
Diritto  costltnzlonaie,  cTi  F.  P.  CONTUZZI,  p.  Xll-320.  1  oU 
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Diritto  ecclesiastico,  del  Dott.  C.  Olmo,  di  pagine 
xii-472  (volume  doppio) 3  — 

—  (Vedi  Benefici  vacanti). 

Diritto  internazionale  privato,  dell'Avv.  Prof.  F.  P. 
CoNTuzzi,  di  pag.  xvi-ì5)2  (volume  doppio)    .    .    .    .  3  — 

Diritto  Internazionale  pubblico,  dell' Avv.  Prof. F. P. 
CoNTUZzi,  di  pag.  xii-320  (volume  doppio) 3  — 

Diritto  penale,  dell'Avv.  A.  STOPPATO,  di  p.  viil-192.  1  50 

Diritto  romano,  del  Prof.  C.  Ferrini,  di  pae-.  vin-132.  1  50 

Disevrno.  I  principii  del  Disegno  e  gli  stili  dell'Orna- 
nieuto,  del  Prof.  C.  Boito,  3*  edizione,  di  pag.  iv-206, 
con  61  silog 2  — 

Disegno  assonometrico,  del  Prof.  Paoloni,  di  pa- 
gine iv-r22  con  21  tavole  e  23  figure  nel  testo.    .    .2  — 

Discj^no  (geometrico,  del  Prof.  A.  Antilli,  di  pa- 
gine viii-8'),  6  figure  nel  testo  e  26  tavole  litografiche  2  — 

Disegfno  topogfraflco,  del  Capitano  G.  Bertelli, 
2*  ediz.  di  pag.  vi-137,  con  12  tavole  e  10  incisioni  .  2  — 

—  {Vedi  Cartografia  —  Telemetria). 

Disegno,  tag-lio  e  confezione  di  biancheria  (Ma- 
nuale teorico  pratico  di),  di  E.  Bonetti,  con  lin 
Dizionario  di  nomenclatura,  di  pagine  viii-216  con 
40  tavolo ^ 3  — 

Disinfezione.  (Vedi  Infezione). 

I^lstiilazione.  (Vedi  Alcool  —  Cognac). 

Dizionario  alpino  italiano.  Parte  1*:  Vette  e  valichi 
italiani,  delllng.  E.  Bignami-Sormani.  —  Parte  2': 
Valli  lombarde  e  limitrofe  alla  Lombardia,  delllng.  C. 
Scolari,  di  pag.  xxii-310 3  50 

—  (Vedi  Alpi  e  rrealpi  bergamascìie). 
Dizionario  delia  ling>ua  dei  Oalla  (Oromonica). 

(Vedi  Grammatica). 
Dizionario  biblioyraflco,  di  C.  ArlÌA,  di  pag.  100.  1  50 
Dizionario  Filatelico,  per  il  Raccoglitore  di  franco- 
bolli con  introduzione  storica  e  bibliografia  di  J.  Gelli 

di  pag.  500  (Fn  lavoro) 4  50 

Dizionario  fotoiifraflco  ad  uso  dei  dilettanti  e  profes- 
sionisti, contenente  oltre  1500  voci  in  4  lingue,  nonché 
500  sinonimi  e  600  formule  del  Dott.  Luigi  Gioppi, 
di  pa^.  viii-6(X)  con  95  incis.  e  10  tavole  fuori  ttìsto.  7  50 

—  (  V  edi  Arti  grafiche  fotomeccaniche  —  Fotografia  per 
dilettanti  —  Ricettario  fotografico). 

Dizionario  g-eog'raflco  u»ii versale,  del  Dott.  G.  Ga- 
rollo,  3*  edizione,  di  pag.  vi-632  a  due  colonne    .    .  6  50 

Dizionario  Italiano.  (Vedi  Vocabolario  italiano). 

Dizionario  Italiano  e  Volapiik,  di  0.  Mattel  (Vedi 
Volapiik). 

Dizionario  (erniinl  delle  corse,  di  C.  Volpini,  di 
pag.  47 1  — 
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Dizionario  aniver«ale  deile  linjBrae  italiana,  te- 
desca, iugflese  e  francese,  disposte  in  un  unico 
alfabeto,  1  voi.  di  pag.  1200 

■•o^i^ane.  (Vedi  Codice  doganale  —  Trasporti). 

Dottrina  popolare,  in  4  ling:ue.  (Italiana,  Francese, 
Inglese  e  Tedesca).  Motti  popolari,  frasi  commerciali  e 
proverbi,  raccolti  da  (r.  Sessa,  2*  ediz.,  di  pag.  iv-212. 


L.  e. 

8  — 

2  — 
2- 

1  50 

4  - 

1  50 


Economia  dei  fabbricati  ruraii,  dì  V.  NICCOLI,  di 
pag.  vi-192 , 

—  (Vedi  Estimo  rurale  —  Legislazione  rurale). 
Economia  politica,  del  Prof.  W.  S.  Jevons,  traduz. 

del  Prof.  L.  CossA,  3'  ed.,  riveduta,  di  pag.  xiv-174. 

—  (Vedi  Scienza  delle  finanze). 
Elettricista  (Manuale  dell'),  di  G.  Colombo  e  R.  Fer- 
rini, di  pag.  viii-204-44  con  40  incisioni 

--  (Vedi  tìluminazione  —  Telefono  —  Telegrafia). 

Elettricità,  del  Prof.  Fleeming  Jenkin,  traduz.  del 
Prof.  R.  Ferrini,  di  pag.  viii-180,  con  32  incisioni. 

--  (Vedi  Magnetismo  —  Unità  assolute). 

Elettrolisi.  (Vedi  Galvanoplastica). 

EIÌo|{>ra6a.  (Vedi  Arti  grafiche). 

Enciclopedia  Hoepli  (Piccola),  in  2  volumi  di  oltre 
3000  pag.  di  110  righe  per  ogni  pagina  (completo  il 
1"  volume,  il  2"  in  lavoro).  Associazione  all'opera  com- 
pleta (18  fase,  a  L.  1) 18 — 

Energfla  fisica,  di  R.  FERRINI,  di  p.  vl-108,  con  15  ine.  1  50 

—  (Vedi  Diìiamica  elementare  —  Termodinamica). 
Enologia,  precetti  ad  uso  degli  enologi  italiani,  del 

Prof.  0.  Ottavi,  2'  ediz.,  riveduta  e  ampliata  da  A. 
Strucchi,  di  pag.  xii-194,  con  21  incisioni     .    .    .    .  2  — 

—  (Vedi  Analisi  del  vino  -  Cantiniere  -Cognac-  E?iolof/ia 
(loincstica  -  Malattie  dei  vini  -  Vino  -  Viticoltura). 

Enolo«:ia  domestica,  di  R.SERNAGIOTTO,  pag.  VllI-22;3.  2  — 
Entomoiog-ia.  (Vedi  Coleotteri  italiani  —  Insetti  no- 
civi —  Insetti  utili  —  Lepidotteri). 
Ec| nazioni  (Teoria  delle),  del  Prof.  S.  Pincherle,  di 
pa^.  xii-170,  con  4  incisioni 1  50 

—  (Vedi  Algebra  complementare). 

Errori  e  pregiudizi  Tolg^arl,  confutati  colla  scorta 
della  scienza  e  del  raziocinio  da  G.  Strafforello, 
di  pag.  iv-170 1  50 

Esercizi  g>eograflci  e  quesiti,  di  L.  HuGUES,  sul- 
r Atlante  di  R.  Klepert,  2*  ediz.,  di  pag.  76     .     .  1  — 

Esercizi  «Il  traduzione  a  complemento  delia 
grammatica  francese,  del  l'rof  (ì.  Prat.  (Eh  lav). 

Esercizi  di  traduzione  con  vocabolario  a  com- 
plemento della  ijj^rammatlca  tedesca,  del  Prof.  G. 
Adler,  di  pag.  iv-2;i() 1  50 

-—  (Vedi  GramnMtica  tedesca  —  Letteratura), 


Elenco  completo  dei  Manuali  Hoepli. 


11 


Esplodenti  e  il  modo  di  fabbricarli,  di  R.  Molina. 

(In  lavoro). 
Estetica,  del  Prof.  M.  Pilo,  di  pag.  xx-2()0  .    .    .    . 

—  (Vedi  Etica  —  Filosofia  —  Logica  —  Psicologia). 
Estimo  rurale,  di  F.  Careqa  di  Muricce,  p.  vi-lé4. 

—  (Vedi  Agronomia  —  Disegno  topografico  —  Eco- 
nomia dei  fabbricati  ruraii  —  Geometria  pratica). 

Etica,  del  Prof.  L.  Friso.  (In  lavoro). 
Etnografia,  del  Prof.  B.  Malfatti,  2"  ediz.,  intera- 
mente rifusa,  di  pag.  vi-200 

—  (Vedi  Antropologia  —  Paleoetnologia). 
Etnoiog-ia.  (vedi  Antropologia). 
Fabbricati  rurali.  (Ve^ii  Economia  dei). 
Falibr ielle.  (Vedi  Proprietario  di  Case). 
Fabbro.  (Vedi  Fonditore  —  Operaio  —  Tornitore). 
Faieg-name  ed  ebanista.  Natura  dei  legnami,  maniera 

di  conservarli,  prepararli,  colorirli  e  verniciarli,  loro 
cubatura,  di  (\.  Belluomini,  pag.  x-138,  con  42  ine. 

Falsificazione  degli  alimenti.  (Ved'  Adulterazione). 

Farmacista  (Manuale  del),  del  Dott.  P.  E.  Alessandri, 
di  pag.  xii-628.  con  138  tav.  e  80  incisioni  originali. 

Ferrovie.  (Vedi  Trasporti). 

Filatelia,  (Vedi  Dizionario  filatelico). 

Filatura.  ^lanuale  di  filatura,  tessitura  e  lavorazione 
meccanica  delle  libre  tessili,  di  E.  Grothe,  traduzione 
sull'ultima  edizione  tedesca,  di  p.  viii-414,  con  105  ine. 

—  (Vedi  Coltivazione  —  Piante  industriali). 
Filologia   classica,    greca   e   latina,  del  Prof.  V. 

Inama,  di  pag.  xii-195 

—  (Vedi  Letteratura  greca  e  romana). 
Filonauta.  (Quadro  generale  di  navigazione  da  diporto 

e  consigli  ai  principianti,  con  un  Vocabolario  tecnico  più 

in  uso  nel  panfiliamento,  del  Gap.  G.  Oli  vari,  p.xvi-224 

Filosofia  morale,  di  L.  Friso,  p.  xvi-336  (voi.  doppio) 

—  (Vedi  Estetica  —  Etica  —  Logica  —  Psicologia). 
Finanze  (Vedi  Scienza  ddlé). 

Fiori.  (Vedi  Floricoltura  —  Piante  e  fiori). 
Fisica,  del  Prof.  Balfour  Stewart,  trad.  del  Prof.  G. 
Cantoni,  4'  ediz.,  di  pag.  x-188,  con  48  incisioni  .    . 

—  (Vedi  Calore  —  Energia  fisica). 

Fislologrla,  di  Poster,  traduz.  del  Prof.  G.  Albini, 
3"  ediz.,  di  pag.  xii-158,  con  18  incisioni 

FÌsiolog>Ìa  comparata.  (Vedi  Anatomia). 

Fitolo^la.  (Vedi  Botanica  —  Flora  italiana  —  Flo- 
ricoltura —  Frutticoltura) 

Flora  italiana  tascabile,  di  R.  Pirotta.  (In  lavoro). 

Floricoltura  (Manuale  di),  di  C.  M.  Fratelli  Roda,  di 
pag.  vni-186,  con  61  incisioni 

—  (Vedi  Botanica  —  Piante  e  fiori). 


L.  e. 

1  50 

2  - 


1  50 


2  — 

6  50 


5  - 
1  50 


2  50 

3  — 


150 
150 


2  — 
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Foifiiatura  cittailiiia,  deiriiig.  1).  Spataro.  (In  lav.). 
Fonditore  in  tutti  Ì  metalli  (Manuale  del),  diG.  Bel- 

LUOMiNi.  di  pafT.  146,  con  41  incisioni  .  ...  .  • 
Fonolo((ia  ffreca,  del  Prof.  A.  ClNQinNl.  (In  lavoro). 
Fonoloffia  italiana,  del  Dott.  L.  STOPPATO,  p.  VIlI-102. 
FonoloK-ia  latina,  di  S.  CONSOLI,  di  pag.  208  .  .  . 
Foto^alvanotipla.  (Vedi  Arti  grafiche). 
Foto^prafla  del  colori,  del  Dott.  C.  Bonacini.  (In  lav.)^ 
Fotoi^rafla  poi  dilettanti.  (Come  il  sole  dipingfe),  di 

a.  MuFFONE,  di  pag.  X-20L  2"  ediz.,  con  molte  incis. 

—  (Vedi  Arti  grafiche  —  Dizionario  fotografico  — 
Ricettario  fotografico). 

Francobolli.  (Vedi  Dizionario  Filatelico). 
Frumento  e  mai»,  di  G.  Cantoni,  di  pag.  vi-168  e 

13  incisioni •/?**•'* 

—  (V  .Adulterazione  -—  Alimentazione  —  Panificazione). 
Frutticoltura,  del  l*rof.  Dott.  D.  Tamaro,  con  (53  il- 
lustrazioni, di  pag.  viii-19-2 

—  (Vedi  Pomologia  artificiale  ~  Uva  passa). 
Fulmini   e   parafulmini,   del   Dott.  Prof.  E.  Cane- 
strini, di  pas:.  viii-166,  con  6  incisioni 

Funghi  (I)  ed  1  tartufi,  loro  natura,  storia,  coltura,  con- 
servazione e  cuciiiatura.  Cenni  di  Folco  Bruni    .    . 

Fuochi  artiflciali.  (Vedi  Pirotecnia). 

Fuochista.  (Vedi  Macchinista). 

€«alvanoplastlca,  ed  altre  applicazioni  delVelettrolisi, 
Galvanostegia,  Elettrometallurgia,  Affinatura  dei  me- 
talli, Preparazione  dell'alluminio,  Sbianchimento  della 
carta  e  delle  stoffe,  Risanamento  delle  acque,  Concia 
elettrica  dello  pelli,  ecc.,  del  Prof.  R.  Ferrini,  2*  ed., 
coniplotamente  rifatta,  di  paf?.  xii-392  con  45  incisioni. 

4;eUicoltura,  del  Prof.  Dott.  D.  Tamaro,  p.  xvi-175, 
con  2-2  incisioni  nel  testo .*    '^'t  * 

Geodesia.  (Vedi  Compensazione  degli  errori  —  Cele- 
rimensura  —  Curve  —  Disegno  topografico  —  Geo- 
metria pratica  —  Telemetria). 

Geodinamica.  (Vedi  Sismologia  —  Termodinamica 
yiilcanismo). 

Geoj^rafla,  di  G.  Grove,  trad.  del  Prof.  E.  Galletti, 
2"  ediz.,  riveduta,  di  pag.  xii-160,  con  26  incisioni.    . 

—  (Vedi  Alpi  —  Atlante  —  Cartografia  —  Disegno  to- 
pografico —  Dizionario  geografico  —  Mare  —  Pron- 
tuario di  geografia). 

fieo^rafla  classica,  di  H.  F.  TozER,  traduzione  e 
note  dol  Prof.  I.  Gentile,  5"  ediz.,  di  pag.  iv-168.    . 

lieog'rafla  fisica,  di  A.  Geikie,  traduzione  sulla  6* 
edizione  inglese  di  A.  Stoppani,  3*  ediz.,  pag.  iv-132, 
con  20  incisioni 


L.  e. 


1  50 
1  50 


2  — 


2  - 

2  — 

2  — 
2  - 


4  — 
2  — 


1  50 


1  50 
150 
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L.  e. 

Geolog'la,  di  Geikie,  traduzione  sulla  3*  edizione  in- 
glese di  A.  Stoppani,  3'  ed.,  di  p.  v  1-154,  con  47  ine.  1  50 

—  (Vedi  Cristallografia  —  Mineralogia). 
Geometria   anaìltlca   dello    spazio^    del    Prof.   F. 

AscHiERT,  di  pa?.  vi-196,  con  11  incisioni 1  50 

Geometria  analitica  del  ipiano,  del  Pr.  F.  ASCHIERI, 

di  pag.  vi-194,  con  12  incisioni 1  50 

Geometria   descrittiva,   del   Prof.  F.  AscHlERl,  di 

pag.  iv-210,  con  85  incisioni 1  50 

Càeometria  metrica  e  trig-onometria,  del  Prof.  S. 

Pincherle,  3'  ediz.,  di  pag.  vi-152,  con  16  incisioni.  1  50 
Cìeometrla  pratica,  dell  Ing.  Prof.  G.  Erede,  2'  ediz., 

riveduta,  di  pag.  x-184,  con  124  incisioni   .    .    .    .    .  2  — 

—  (Vedi  ÓeJerimensura  —  Disegno  assonometrico  — 
Disegno  geometrico  —  Disegno  topografico  —  Geo- 
desia —  Regolo  calcolatore  —  Statica  —  Telemetria), 

Geometria  projettiva  del  piano  e  flella  stella, 
del  Prof.  F.  Aschieri,  2'  ed.,  di  p  vi-192.  con  66  ine.  1  50 

€àeome(ria  projettiia  dello  spazio,  del  Prof.  F.  A- 
SCHIERI,  con  molte  incisioni.  (In  lavoro). 

Geometria  pura  elementare,  del  Prof.  S.  PlN- 
CHERLE,  3"  ediz.,  di  pag.  vi-140,  con  112  incisioni .    .  1  50 

Giardino  (II)  Infantile,  del  Prof.  P.  Conti,  di  pa- 
gine iv-214,  con  27  tavole  (voi.  doppio) 3  — 

Ginnastica  (Storia  della),  di  F.  Valletti,  di  p.  vin-184.  1  50 

Ginnastica  remmlnlle,  di  F.  Valletti,  di  pag.  yi-112, 
con  67  illustrazioni ,•    •  ^  — 

Ginnastica  maschile  (Manuale  di),  per  cura  di  J. 
Gelli,  di  pag.  viii-108,  con  216  incisioni 2  — 

—  (Vedi  Scherma). 

Caioiellerla,  oreficeria,  oro,  argpento  e  platino, 
di  E.  BosELLi,  di  pag.  336,  con  125  incisioni     ...  4  — 

—  (Vedi  Pietre  preziose  —  Metalli  preziosi). 
faiuochl.  (Vedi  Scacchi). 

Giurisprudenza.  (Vedi  Codice  doganale  —  Digesto 

—  Diritto  civile  —  Diritto  romano  —  Diritto  co- 
stituzionale —  Diritto  internazionale  pubblico  e 
privato  —  Diritto  ecclesiastico  —  Diritto  penale 

—  Diritto  amministrativo  —  Imposte  dirette  — 
Legge  comunale  —  Mandato  commerciale  —  Notaio 

—  Èicchezza  mobile  —  Testamenti  —  Legislazione 
rurale). 

Grafolog'ia  con  numerosi  autografi  del  Prof.  C.  Lom- 
broso. (In  lavoro). 
Grammatica  araldica.  (Vedi  Araldica). 
Grammatica  e  disionario  della  ling>ua  dei  Galla 
(oromonica),  del  Prof.  E.  Viterbo. 

Voi.  I.    Galla-Italiano,  di  pag.  viii-152 2  50 

Voi.  n.  Italiano-Galla,  di  pag.  LXiv-106 2  50 
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fi^raiiimatica  francese,  del  Prof.  (r.  pRAT.  (In  lavoro) 

-  (Vodi  Esercizi). 
Oraniuialica   grecsi,   del    Prof.   Inama.   (In  lavoro). 

(Vedi  Fonologia  —  Morfologia). 
Grammatica   della   lingua   arreca   moderna,    del 

Prof.  R.  LovERA.  di  pag:.  vi-154 1  50 

Graiiiiiiatlca  in;;-le<»e,  del  Prof.  LuGi  Pavia.  (In  lav.). 
Grammatica    italiana,  di  T.  CoNCARI,  di  p.  VII-204.  1  50 
Grammatica  latina,  del  Prof.  Valmaooi,  di  p.  x-250.  1  50 

—  (Vedi  Fonologia  latina  —  Letteratura  romana). 
Grammatica  e  vocabolario  della  llng-ua  rumena, 

del  Prof.  R.  Lo  vera,  di  paff.  yiii-200 1  50 

Grammatica  ssànscrita.  (Vedi  SanscHto). 
Grammatica  tedesca,  del  Prof.  L.  Pavia,  p.  xviii-254.  1  50 

—  (V.  Esercizi  di  traduzione  —  Letteratura  tedesca). 
Gravitazione.  Spiegazione  elementare  delle  principali 

perturbazioni  nel  sistema  solare  di  Sir  G.  B.  Airy, 
traduzione  con  note  ed  ag^unto  del  Prof.  F.  Porro, 
con  50  incisioni,  di  pag.  xxiv-176 1  50 

—  (Vedi  Astronomia  —  Spettroscopio). 

Grecia  (La)  antica,  di  G.  Toniazzo.  (V.  Storia  antica). 

Idroterapia.  (Vedi  Acque  [cura  delle]). 

■igiene  del  L.avoro,  di  TRAMBUSTI  A.  e  Sanarelli. 

(In  lavoro). 
■{jl^iene  della  vita  pubblica  e  privata,  del  Dott.  G. 

Faralli,  di  pag:.  xii-250 2  50 

Igfiene  privata  e  medicina  popolare  ad  uso  delle  famì- 
glio, di  C.  BocK,  trad.  di  E.  Parietti  sulla  7"  ediz.  ted. 
(^on  ima  intrnduzioue  di  G.  Sormani,  di  pa».  xn-278.  2  50 
Igfiene  pubblica,  del  Prof.  Sormani.  (In  lavoro). 
■gliene  rurale,  del  Dott.  A.  (Jarraroli,  di  pag.  x-470 
(volume  doppio) , 4  — 

—  (Vedi  Assistenza  agli  infermi  —  Soccorsi  d'urgenza). 
Igiene  scolastica,  di  A.  Repossi,  2'  ed.,  di  pag.  lv-246.  2  — 
■(Sriene  veterinaria,  del  Dott.  U.  Barpi,  di  p.  vlll-228.  2  — 
Ig'roscopi,    idrometri,    umidità   atmosferica,  del 

Prof.  P.  Cantoni,  di  pag.  xii-146,  con  24  ine.  e  7  tab.  1  50 

—  (Vedi  Climatologia  —  Meteorologia). 
Illuminazione    elettrica  (Impianti   di),    dell' Ing.   E. 

PiAZZOLi,  2"  edizione  interamente  rifatta,  di  pag.  xiv- 
4()6,  con  263  incisioni,  78  tabelle  e  2  tav.  litografate.  6  50 
Imbalsamatore  (Manuale  dell'),  preparatore  tassider- 
mista, di  R.  (]l  ESTRO,  2' ed.  riv.,  di  p.  xii-148,  38  ine.  2  — 

—  (Vedi  Naturalista  viaggiatore).^ 

Impianti  elettrici.  (V.  Elettricità  —  Illuminazimie). 
Imposta   sul  redditi   di    ricchezza  mobile   (Vedi 

Ricchezza  mobile). 
Imposte  dirette  (Riscossione  delle),  dell'Avv.  E. Bruni, 

di  pag.  vm-158 1  50 
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Imposte  sui  fabbricati.  (Vedi  Proprietario  di  case). 

Inchiostri.  (Vedi  Vernici). 

Industria  della  seta,  di  L.  GABBA,  2*  ed.,  p.  lV-208.  2  — 

Industria  (L')  stearica.  Manuale  pratico  dell' Ing.  E. 
Marazza,  di  pag.  288,  con  76  ine.  e  con  molte  tab.  5  — 

Industrie.  (Vedi  Apicoltura  —  Arte  mineraria  — 
Asfalto  —  Bachi  da  seta  —  Caseificio  —  Concia  delle 
pelli  —  Conserve  —  Galvanoplastica  —  Gioielleria 

—  Merceologia  —  Molini  —  Olio  —  Orologeria  — 
Piccole  industrie  —  Tabacco  —  Tintore,  ecc.). 

Industrie  artistiche.  (Vedi  Decorazione). 

Industrie  tessili.  (Vedi  Coltivazione  —  Gelsicoltura 
Filatura  —  Seta). 

Infezione,  disinfezione  e  disinfettanti,  del  Dottor 
Prof.  P.  E.  Alessandri,  di  pag.  viii-190,  con  7  ine.  2  — 

Ing-e^nere  civile.  Manuale  dell'Ingegnere  civile  e  indu- 
striale, di  G.  Colombo,  13*  ed.  (31°,  32°  e  33°  migliaio),  di 
p.  xiv-356,  con  203  fig.  e  con  una  Bibliografia  dell'Inge- 
gnere disposta  in  ordine  alfabetico  delle  materie  di  p.  148  5  50 
Il  medesimo  tradotto  in  francese  da  P.  Marcillac.  5  50 

Ing'eff-nere  navale.  Prontuario  di  A.  Cignoni,  con 
36  fig.,  di  pag.  xxxii-292.  Leg.  in  tela  L.  4  50,  in  pelle.  5  50 

—  (Vedi  Attrezzatura  —  Macchinista  navale). 
Ingfrassi.  (Vedi  Chimica  agraria  —  Concimi). 
Insetti  nocivi,  di  F.  Franceschini,  di  pag.  viii-264, 

con  96  incisioni 2  — 

Insetti  utili,  di  F.  FRANCESCHINI,  di  pag.  xn-160,  con 

43  incisioni  ed  1  tavola 2  — 

Interesse  e  sconto,  di  E.  GAGLIARDI,  di  pag.  VI-204.  2  — 

—  (Vedi  Contabilità  —  Computisteria  —  Debito  pub- 
hlÌ4.o  —  Raainneria  —  Valori  rmòbliei). 

Istituzioni  delio  Stato  (Le).  (Vedi  Diritti  e  doveri 
dei  cittadini  —  Ordinamento  degli  Stati). 

lttiolo(i>fÌa.  (Vedi  Piscicoltura  —  Ostricoltura  e  Mi- 
tilicoltura). 

Latte,  burro  e  cacio.  Chimica  analitica  applicata  al 
caseificio,  del  Prof.  Sartori,  di  pag.  x-162,  con  24  ine.  2  — 

—  (Vedi  Adulterazione  degli  alimenti  —  Caseificio). 
Lieg-g-e  sulle  caldaje.  (Vedi  Macchinista  e  Fuochista). 
L<^8rsr^  (La  nuova)  comunale  e  provinciale,  anno- 
tata dall'Avv.  E.  Mazzoccolo,  3"  ediz.,  con  l'aggiunta 

di  due  regolamenti  e  due  indici,  di  pag.  viii-7';^   .    .  4  50 
Leg-j^i.  (Vedi  Codice  doaanale  —  Diritto  amministra- 
tivO'Civile  -  commerciale  -  ecclesiastico  -penale  -  romano 

—  Imposte  dirette  —  Legislazione  rurale  —  Ordi- 
namento degli  stati  —  Ricchezza  mobile). 

Lei^'islazione  rurale  secondo  il  programma  governativo 
per  gli  Istituti  Tecnici  dell'Avv.  E.  Bruni,  di  p.  xi-422  3  — 
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_ ^ _  50 

Letteratura  danese.  (Vedi  Letteratura  norvegìana). 
Letteratura  ebraica,  di  A.  Revel,  2  voi.,  di  pag.  3W.  ó  — 
Letteratura  e|(iziaua,  del  Dott.  L.  BrigiutI.  (In  lav.). 
Letteratura  francese,  del  Prof.  F.  Marcillac,  trad. 

di  A.  Paganini,  2»  ediz.,  di  pag.  viii-l&4       ...    .  ..  1  oU 

Letteratura  ffreca,  del  Prof.  V.  Inama,  10'  ediz.,  mi- 

gliorata  (dal  iJ-V  al  4C»»  migliaio),  di  mg..  viii-2a4.    .  1  jO 

—  (Vedi  Filologia  classica  —  Verbi  Greci  Anomali). 
Letteratura  indiana,  del  Prol.  A.  De  Gubernatis, 

di  pag.  viii-159 .•^•^-    •    •    -o.*  j- 

Letteratura  inglese,  del  Prof.  E.  SOLAZZI,  3*  ediz., 

di  pag.  viii-194  .    .    .    .    . ,t'i  •    •  ;  ^  ^ 

Letteratura  Islandese,  di  S.  Ambrosoli.  (In  lavoro). 
Letteratura   italiana,    di  C.  Fenini,  4'  edizione,  di 

pag.  VI-204 ^  ^ 

Letfer atura  latina.  (Vedi  Fonologia  latina  —  Gram- 
matica latina  —  Letteratura  romane^. 
Letteratura   norveg^lana  del   Dott.  S.  CONSOLI,   di 

paq:.  xvi-272 „v  v.  *    *  ■.*    *    *   cW»*  T  ^^ 

Letteratura  persiana,  del  Prof.  I.  Pizzi,  di  pag.  x-iUo.  1  oU 
Letteratura  proveniale,  A.  Restori,  di  pag.  X-220.  1  50 
Letteratura  romana,  del  Prof.  F.  Ramorino,  3*  edi; 
zione,  riveduta  e  corretta  (dall' 8"  al  12"  migliaio),  di 
pag.  iv-320 ...    .    .150 

—  (Vedi  Filologia  classica  —  Grammatica  latina). 
Letteratura  spai^nuola  e  portog>hese,  del  Prof.  L. 

Cappelletti,  di  pag.  vi-20b  .    .    --'    •    •    •    •    •  1  ^ 
Letteratura   tedesca,    del   Prof.   0.  Lange,  traduz. 
di  A.  Paganini,  2»  ediz.,  corretta,  di  pag.  xii-168.    .  1  00 

—  (Vedi  Esercizi  —  Grammatica  tedesca). 
Letteratura   uniThe»"*»®»    di  ZiGÀNY  Arpàd,  di  pa- 

gine  xii-295 '^  '    '    '    •^'    \    ' -  *    '    '  ^  ^ 

Letterature  slave,  di  D.  ClÀMPOLl,  2  volumi: 

I.    Bulgari,  Serbo-Croati,  Vugo-Russi,  di  pag.  iv-144.  1  5( 

U.  Russi.  Polacchi,  Boemi,  di  paer.  iv-142  .        .    .  1  &0 
Libri.  (Vedi  Bibliografia    -  Bibliotecario  —  Dizio- 
nario Bibliografico  -  Paleografia  —  Tipografia). 
Liuirua  araba.  (Vedi  A^-abo  volgare). 
Linj^ua  del  Oalla  (oronionlca).  (Vedi  Grammatica). 
Lin^fua  francese.  (Vedi  Grammatica  e  Esercizi). 
Lingua   ipreca.   (Vedi  Grammatica  —  Letteratura), 
Linifua  jfreca  moderna.  (Vedi  Grammatica). 
Lingua   latina.  (Vedi  Grammatica  —  Letteratura 

rom/ana) 
Lingua  rumena.  (Vedi  Grammatica), 
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Linirua  sanscrita.  (Vedi  Sanscrito). 

Lingua  tedesca.  (Vedi  Esercizi  —  Grammatica  — 

Letteratura).  . 

Linirua  tljfrè.  (Vedi  Tigre).        . 
Llnirne  comparale.  (Vedi  Storia  comparata). 
Lingue  diverse.  (\^.  Letteratura  delle  singole  lingue). 
Linirue   dell»  Africa,    di  R.  CusT,  versione   italiana 

del  Prof.  A.  De  Gubernatis,  di  pag.  iv-110.  .  .  .  1  òu 
LinìTue  neo-latine,  del  Dott.  E.  GoRRA,  di  pag.  147.  1  ÒU 
Lingue   straniere   (Studio   delle),   di  IMarcel,   ossia 

l'Arte  di  pensare  in  una  lingua  straniera,  traduz.  dei 

Prof.  Damiani,  di  pag.  xvi-136 ^  ^ 

Livree.  (Vedi  Araldica).      ^   ,    .      ,.        ,  ur    i.    ««- 
Loiraritmi  (Tavole  di),  con  5  decimali,  pubblicate  per 

cura  di  0.  Mùller,  3*  ediz.,  di  pag.  xx-142  .  .  .  .  1  òO 
Loirica,  di  W.  Stanley  Jevons,  traduz.  del  Prot.  C. 

Cantoni,  4*  ediz.,  di  pag.  viii;154,  e  15  mcisiom  .    .  1  50 
-  (Vedi  Estetica  -  Etica  -  Filosofia  —  Bacologia). 
Loffica  matematica,  del  Prof.  C.  Burali-Forti  .    .  1  50 
Logismografia,  dell'  Ing.  C.  Chiesa,  3'  ediz.,  di  pa-  ^  ^ 

-W.  Computist  -  contabilità  dello  Stato  -Ragioneria). 

Lncc  e  colori,  del  Prof.  G.  Bellotti,  di  pag.  x-15b, 
con  2Ì  incisioni  e  1  tavola.    .    .    •    •    •    •  ^-    *    '    *  ^ 

Macchinista  e  fuochista,  del  Prof.  G.  Gautero, 
6'  edizione,  con  aggiunte  ^  dell'  Ing.  L.  Loria,  di  ^- 
rine  xiv-lSO,  con  24  incisioni  e  col.  testo  della  Legge 
sulle  caldaie,  ecc.  (dal  IO*»  al  12"  migliaio) .    .    .    •    •  "  - 

Macchinista  navale  (Manuale  del)  di  M.  LignaroLO,  ^ 
di  pag.  XII404,  con  164  figure   ••••••  j^''  ^  ^ 

Macchine  agricole,  del  conte  A.  Cencelli-Perti, 
di  pag.  viii-216,  con  68  incisioni    .    .    .    .    ''''  ^ 

Macchine  da  cucire  e  ricamare,  dell  Ing.  Alfredo 
Galassini.  (In  lavoro).  . 

Macchine.  (Vedi  Ingegnere  civile  --  Ingegnere  na- 
vale —  Macchinista  e  fuochista  -  Macchinista  navale 
-  Meccanismi  (oOO)  -  Meccanica--  Orologeria). 

Mairnetismo  ed  elettricità,  del  Dott.  G.  POLONI, 
di  pag.  XII-204,  con  102  incisioni    .•••.••.••  -^  ^ 

Mais.  (V.  Agricoltura  —  Frumento  —  Panificazione). 

Malattie  crittogamiche  delle  piante  erbacee 
coltivate,  del  Dottor  R.  WoLF,  traduzione  con  note 
ed  aggiunte  del  Dottor  P.  Baccarini,  pagine  x-268,     ^ 

con  50  incisioni.    .    .    •    •  ,•    ;   ,*    ;  To'  *'  c^'  n'w' 
Malattie  ed  alteraaionl  dei  vini,  del  Prof.  S.  Cet- 

TOMNr,  di  pag.  xi-1'^,  con  13  incisioni  .    ...    .    •  ^  — 
Malattie  trasmissibili    daffll   animali    air  uomo. 

(Vedi  Zoonosi). 


I 
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Mandato  commerciale,  dol  Prof.  E.  VlDARl,  di  pa-        / 

gìne  vi-160. 1  51 

Mare  (H),  del  Prof.  V.  Bellio,  di  pag.  iv-140,  con 
6  tavole  litografate  a  colori 15$ 

Marino   (Manuale   del)   militare   e   mercantile,  di        | 
De  Amezaga,  con  18  xilografie  ed  un  elenco  del  per- 
sonale dello  Stato  mag:giore,  di  pag.  vin-264.    .    .    .  5  — 

Mastici.  (Vedi  Vernici  e  lacche). 

Materiali  da  costruzione  (Vedi  Resistenza  dei  — 
Travi  tnetallici  composti). 

Matematica.  (Vedi  Algebt-a  —  Aritmetica  —  Cele- 
rimensura  —  Compensazione  —  Equazioni  —  Geo- 
metria —  Logaritmi  —  Logica  matematica). 

Materie  coloranti.  (Vedi  Colori  e  Vernici  —  Tin- 
tore  —  Piante  industriali  —  Vernici  e  Lacche),  ' 

Meccanica,  del  Prof.  R.  Stawell  Ball,  traduz.  del 
Prof.  J.  Benetti,  3'  edizione,  di  pag.  xvi-214,  con  89 
incisioni 1  50 

Meccanismi  (5(X)),  scelti  fra  i  più  importanti  e  recenti 
riferentisi  alla  dinamica,  idraulica,  idrostatica,  pneu- 
matica, macxihine  a  vapore,  molini,  torchi,  orologerie 
ed  altre  diverse   macchine,   da  H.   T.  Brown,  tra-  i 

duzione  italiana  sulla  16'  edizione  inglese,  dall'In- 
gegnere F.  Cerruti,  di  pag.  vi-176,  con  5(X)  incisioni 
nel  testo 2  50 

—  (Vedi  Orologeria  —  Tornitore  meccanico). 
Meda^flie.  (Vedi  Numismatica). 

Medicina.  (Vedi  Anatomia  —  Animali  parassiti  — 
—  Assistenza  agli  infermi  —  Batteriologia  —  Fisio- 
logia —  Farmacista  —  Igiene  —  Frotistologia  —  Soc- 
corsi d'urgenza  —  Zoonosi). 

Merceolojgfia,  del  Prof.  O.  Luxardo.  (In  lavoro). 

Metalli.  (Vedi  Feso  dei  metalli  —  Operaio  —  Fondi- 
tore —  Tempera  —  Tornitore). 

Metalli  preziosi  (oro,  argento,  platino,  estrazione,  fu- 
sione, assaggi,  usi),  di  G.  Gorini,  2'  ediz.,  di  pag.  196, 
con  9  incisioni 2  — 

—  (Vedi  Oreficeria  e  Gioielleria). 
Meteorologfia  generale,   del  Dott.  L.  De  Marchi, 

di  pag.  VI-I56,  con  8  tavole  colorate  .......  1  50 

—  (Vedi  Climatologia  —  Igroscopi  —  Sismologia). 
Metrica   dei   |[frèci  e  dèi  romani,  di  L.  MtJLLER, 

tradotta  dal  Dott.  V.  Lami,  di  pa^.  xviii-130  ...  1  50 

—  (Vedi  Letteratura  greca  —  Ritmica  —  Verbi  greci). 
Metro lo|(|f la.  (Vedi  Prototipi  internazionali  del  metro 

e  del  kilogramma). 
Micologia.  (Vedi  Funghi  e  Tartufi  —  Malattie  Crit- 
togamiche), 
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Microscopio  (H),  ossia  Guida  elementare  alle  più  fa- 
,  cili  osservazioni  di  Microscopia,  del  Prof.  Camillo 

'  Acqua,  di  pag.  xii-226,  con  8l  incisioni 1  50 

-|-   (Vedi  Batteriologia  —  Frotistologia  —   Tecnica 

microscopica). 
Miele.  (Vedi  Apicoltura). 
Militarla.    (Vedi   Esplodenti  —  ScJienna  —  Storia 

arte  militare). 
Mineraioicla  g-enerale,  del  Prof.  L.  BoMBiCCl,  2^  edi- 
zione  riveduta,  di  pag.  xiv-190,  con  188  incisioni   e 

ii  tavole  cromolitografate 1  50 

Mlneraioffia  descrittiva,  del  Prof.  L.  BoMBlcci,  2" 
ediz.  di  pa^.  iv-300,  con  119  incisioni  (voi.  doppio).    .  3  — 

—  (Vedi  Cristallografia). 
Miniere.  (Vedi  Arte  mineraria). 

Miniatura.  (Vedi  Colori  e  vernici  —  Luce  e  colori  — 
Decorazione  e  ornam,entazion€  —  Pittura), 

Miti.  (Vedi  Errori  e  pregiudizi). 

Mitilicoltura.  (Vedi  Ostricoltura  —Piscicoltura). 

Mitologia  comparata,  di  A.  De  Gubernatis,  2*  ediz., 
di  pag.  viii-150 1  50 

Mitoiog-la  ipreca,  di  FoRESTL  Voi.  I,  Divinità,  di 

pag.  viii-'^4 1  50 

Voi.  n.  Eroi 1  50 

Mitolog-la  romana,  di  A.  FORESTI.  (In  lavoro). 

Molini  (Industria  dei),  di  C.  Siber-Millot.  (In  lavoro). 

Momenti  resistenti  e  pesi  di  travi  metalliche 
composte.  Prontuario  ad  uso  degli  ingegneri,  archi- 
tetti e  costruttori,  con  10  figure  ed  una  tabella  per 
la  chiodatui-a,  di  E.  Schenck,  di  pag.  xl-188.    ...  3  50 

—  (Vedi  Peso  dei  metalli  —  Resistenza  dei  materiali). 
Monete.  (Vedi  Archeologia  —  Numismatica  —  Paleo- 
grafìa —  Tecnologia  e  Terminologia  monetaria). 

Morfolo^fia  g-reca,  del  prof.  V.  Bettei.  (In  lavoro). 

Morale.  (Vedi  Etica  —  Filosofia  morale). 

Musica.  (Vedi  Armonia  —  Cantante  —  Pianista  — 

Storia  della  musica  —  Strumentazione  —  Strumenti 

ad  arco  ecc.). 
Mutuo  soccorso.  (Vedi  Società  di) 
Naturalista  vlag'g'latore^  di  A.  IssEL  e  R.  GESTRO 

(Zoologia),  di  pag.  viii-144,  cmi  38  incisioni   .    .    .    .  2  — 

—  (Vedi  Imbalsamatore  —  Zoologia). 

l^autica.  (Vedi  Attrezzatura  —  Filonauta  —  In- 
gegnere navale  —  Macchinista  navale  —  Marino). 

Mot'aro  (Manuale  del),  aggiuntevi  le  Tasse  di  registro,  di 
bollo  ed  ipotecarie,  le  norme  ed  i  moduli  pel  Debito 
pubblico,  del  Notaio  Avv.  A.  Garetti,  2''  ediz.,  rifusa 
e  notevolmente  ampliata,  di  pag.  xii-340 3  50 

—  (Vedi  Giurisprudenza  —  Testamenti). 
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Manilsniatica,  del  Dott.  S.  Ambrosoli,  di  pag.  xvi-216, 
(jon  100  fotoincisioni  nel  testo  e  4  tavole 1  50 

—  (Vedi  Araldica  —  Archeologia  —  Paleografia). 

OHI  vegpetali,  anloiali  e  minerali,  loro  applicazioni,         1 
di  (1.  (otorini,  di  pagr.  viii-214,  con  7  incis.,  2'  ediz., 
completamente  rifatta  dal  Dott.  G.  P'abris  .    .    .    .  2  — ' 

—  (Vedi  Industria  stearica  —  Olivo  ed  olio  —  Saponi). 
OHyo  ed  olio,  Coltivazione  dell'olivo,  estrazione,  pu- 
rificazione e  conservazione  dell'olio,  del  Prof.  A.  Aloi, 

8*  ediz.,  di  pag:.  xn-330,  con  41  incisioni 3  — 

Omero,  di  W.  Gladstone,  traduz.  di  R.  Palumbo  e 

C.  FioRiLLi,  di  pagr.  xii-196 

Operaio  (Manuale  dell').  Raccolta  di  cog^iizioni  utili 
ed  indispensabili  aofli  operai  tornitori,  fabbri,  calderai, 
fonditori  di  metalli,  bronzisti,  a^ustatori  e  mecca- 
nici, di  G.  Belluomini,  3*  edizione,  di  pag.  xvi-21(>. 

—  (V.  Falegname  -  Fonditore  -  Paga  operai  -  Tornitore). 
Operazioni  doganali.  (Vedi  Codice  doganale  —-  Tra- 
sporti). 

Opliici.  (Vedi  Proprietario  di  Case). 
Ordinamento    dej^ll    Ktntl    liberi    d'  Europa,  del 

Dott.  F.  Racioppi,  di  pa^.  viii-310  (voi.  doppio)  .    .  3  — 
Ordinamento  degli  Stati  liberi  fuori  d^Europa, 

del  Dott.  F.  Racioppi,  di  pag.  viii-376  (voi.  doppio).  3  — 
Oreficeria   e  );rÌoJ«ll«^rÌa,  oro,  argento  e  platino,  di 

E.  BosELLi,  di  pag.  336,  con  125  incisioni 4  — 

—  (Vedi  Metalli  preziosi  —  Pietre  preziose). 
Oriente  antico  (L),  di  I.  Gentile.  (V.  Storia  antica). 
Ornamentazione.  (Vedi  Colori  —  Decorazioni  —  Di- 
segno —  Pittura  —  Scoltura). 

Orog:rafla.  (Vedi  Alpi  —  Dizionario  Alpino  —  Pre- 
alpi Bergamasche). 

Orolo{>rerìa  moderna,  dell' Ing.  Garuffa.  con  187 
illustrazioni,  di  pag.  viii-302,  con  276  incisioni .    .    .  5  — 

Orticoltura,    del  Prof.  D.  Tamaro,  con  60  incisioni.  4  — 

—  (Vedi  Agricoltura). 

Ostricoltura  e  mitilicoltura,  del  Dott.  D.  Carazzi, 
con  13  fototipie,  di  pag.  viii-202 2  50 

Ottica^  di  E.  (lELCiCH.  con  molte  illustrazioni  (In  lav.). 

Ovicoltura.  (Vedi  Alimentazione  —  Bestiame). 

Paga  giornaliera  (Prontuario  della),  da  cinquanta 
centesimi  a  lire  cinque,  di  C.  Neorin,  di  pag.  222.  2  50 

Paleoetnologia,  di  I.  Regazzoni,  p.  xi-252,  con  10  ine.  1  50 

Paleografia,  di  E.  M.  Thompson,  tradiiz.  dall'inglese, 
con  aggiunte  e  noto  di  G.  Fumagalli,  di  pag.  vni-156, 
con  21  incisioni  nel  testo  e  2  tavole  in  fototipia  .    .  2  — 

Panificazione  razionale,  di  Pompilio,  di  pag.  iv-126.  2  — 

Parafulmini.  (Vedi  Elettricità  —  Fulmini), 
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Parassitologia.  (Vedi  Animali  parassiti). 
Pedagogia.  (V^edi  Didattica  —  Giardino  infantile  — 

Ginnastica  femminile  e  maschile  —  Igiene  scolastica). 
Pelli.  (Vedi  Concia  delle  velli). 
Pensioni.  (Vedi  Società  di  Mutuo  soccorso). 
Peso  dei  metalli,  ferri    quadrati,    rettangolari, 

cilindrici,    a    squadra,    a    U,  a  V,  a  Z,  a  X  e 
e  delle  lamiere  e  tubi    di    tutti    I 


L.  e. 


doppio  T,  e  delle  lamiera 

letalli,  di  (t.  Belluomini,  di 


metalli,  di  (t.  BELLUOMINI,  di  pag.  xxJV-248  ...  3  50 

—  (V.  Fonditore  —  Ingegnere  civile  —  Ingegnere  navale 
—  Momenti  resistenti  —  Operaio  —  Resistenza). 

Pianista  (Manuale  del),  di  L.  Mastrigli,  di  p.  xvi-112.  2  — 
Piante  e  fiori  sullo  finestre,  sulle  terrazze  e  nei  cor- 
tili. Coltura  e  descrizione  delle  principali  specie  e  va- 
rietà, di  A.  Pucci,  di  pag.  viii-198  con  116  incisioni.  2  50 

—  (Vedi  Botanica  —  Floricoltura  —  Frutticoltura). 
Piante   industriali,  coltivazione,  raccolto  e  prepara- 
zione, di  G.  (tORINI,  nuova  edizione,  di  pag.  II-144.  2  — 

Piante  tessili.  (Vedi  Coltivazione  ed  industrie  delle). 
Piccole  Industrie,  del  Prof.  A.  Errerà,  di  p.  xvi-186.  2  — 
Pietre  preziose,  classificazione,  valore,  arte  del  ^o- 
jelliere,  di  G.  G orini,  2'  ed.,  di  pag.  138,  con  12  me.  2  — 

—  (Vedi  Metalli  preziosi  —  Oreficeria  —  Gioielleria). 
Pirotecnica  moderna,  di  F.  Dì  ISIaio,  con  111  inci- 
sioni, di  pag.  viii-150 2  50 

Piscicoltura,  del  Dott.  E.  Bettoni.  (In  lavoro). 

—  (Vedi  Ostricoltura  e  Mitilicoltura). 

Pittura.  Pittura  italiana  antica  e  moderna,  del  Prof.  A. 
Melani,  2  voi.,  di  pag.  xx-164  e  xxvi-202,  illustrati 
con  lui  tav.,  di  cui  una  cromolit.  e  11  figure  nel  testo.  6  — 

—  (Vedi  Anatomia  pittorica  —  Colori  (scienza  dei)  — 
Colori  e  vernici  —  Decorazione  —  Luce  e  colori). 

l*oesia.  (Vedi  Arte  del  Dire  —  Dante  —  Letteratura 
Omero  —  Rettorica  —  Ritmica  —  Shakspeare  — 
Stilistica). 

Pollicoltura,  del  March.  G.  Trevisani,  con  70  illu- 
strazioni, di  pa^.  xvi-176 2  50 

—  (Vedi  Animali  da  cortile  —  Colombi). 
Pomologia   artificiale,   secondo  il  sistema  Gamier- 

Valletti,  del  Prof.  M.  Del  Lupo,  p.  vi-132,  con  44  ine.  2  — 

—  (Vedi  Frutticoltura  ~  Orticoltura). 

Prato  (B),  del  Prof.  G.  Cantoni,  di  pag.  146,  con  13  ine.  2  — 
Prealpl    bergamasche   (Guida-itmerario   alle),  com- 
presi i  passi  alla  Valtellina,  con  prefazione  di  Stop- 
pani,  2*  ediz.,  di  pag.  xx-124,  con  carta  topografica  e 
panorama  delle  Alpi  Orobiche 3  — 

—  (Vedi  Alpi  —  Dizionario  alpino  —  Geografia). 
Pregindlzl.  (Vedi  Errori  e  pregiudizi  —  Mitologia). 
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'^''rvTT'^'  ^^^y^""?'  ^.-  ^RAzzA.  (In  lavoro). 
—  (Vedi  Industria  stearica  —  Saponeria). 
i-routuario    di   sr«ogrrafla  e  sCatistica,   di   G    Ga- 

ROLLo,  pagf.  62  .    .    .  '  ^A- 

■~AH'  ^•^''''^^  C^mWio^  '-Atlanti  d' ìtaìia  ~ 
Dizionario  geografico  -  Geografia). 

froprietario  «li  case  e  di  opifici  (Mannalft  HpI^ 
Imposta  sui  fabbricati  dell'Avv.  G^iordani  na"  xy  284 

Protlsto  offia,  di  L.  Maggi,  2'Xrdrpag  ^xvi:#8* 
con  m  incisioni  nel  testo  (volume  dippior"  3  - 

~  rS/>^^^'''^^'  ^^'*^''^'^''    ^  ^^iteriologia  -  iffl 

**r^-^i*^*i^'  ^^^  internazionali  del  metro  e  del  kilo^^ramma 
ed  11  codi(x;metrico  internazionale,di  A/PACCHm^^^^ 

■^«icoioyia,  del  Prof.  C.  Cantoni,  di  pae.  iv-158         1  'Vi 
■•«Icolojria  flsioloffica,  di  G.  Mantovani  TriflaV )* 
Racco«rlitore  di  francobolli.  (Vedi  Mfaij^^^      '^•^* 
Rag-iooeria,  del  Prof.  V.  Gitti,  2»  ed L    Kff  vi  ^  1  'iO 

—  iV.  Goynjmtisteria  ~  ContahÙità-Lo^^^^^  ^  ^ 
Reclami  ferroviari.  (Vedi  Tra.sportt  ^        ^    ^''^' 
Reg^olo  calcolalore  e  sue  applicazioni  nelle  ope- 
razioni lopotfraflche,  dell'In^,  (i.  Pozzi  (In Tfv) 

Relig^ione  e  linfirne  deirindia  Injr  cse   di  U   r^J' 
trad.  dal  Prof.  1.  De  Gubernatis^  S^  p'a^  i^.^'"' 

—  (Vedi  Letteratura  inAinna).  ' 

^lonJ^d^n T^'  «aleriali  e  stabilità  delle eostra- 

2  tavole     ..^-  .^^^^/^^^'  P^^'  -'^^  2:36  incisioni  e 

—  (Vedi  Peso  dei  metalli ~  Travi  metàllici)'    '    '    ' 

RlLamn^rv  i^^^iì^''*';-  ^i^^^"'^'«  "  Stilistica) 
Kicanio.  (\  edi  Macchine  da  cucire). 

Hiechezza  mobile  (Imposta  sui  redditi  di)   dell' A  v- 

vocato  E.  Bruni,  di  pag.  viii.218 .    .        ^'         ^^    i  r.^ 
Ricettario  fotoffratìco,l)ott.  Luigi  SASsi/di'p  vi-m  2 

tati  dHTrn7^V""*""'.!*"r'!^«f"«"»*'^»^^^^^     ~ 

laii,  del  i  rof.  R.  Ferrini,  2  vo  .,  di  pa?  x-^^2  Q4  ìtii>ì«  d 
R  scossione  d'Imposte.  \Vedi  L^oft^ dirette)  ~ 

in?"*^'";^"'*  '***"*"•  (Storia  deljfdo  Proi  F  Ber. 
TOLiNi,  di  pag:.  vi-154    ....  ^^'"^-^-^er- 

—  (Vedi  Storia  e  cronologia  —  Storia  iialiann)'    '    * 
RUtauratore  del  dipinti,  del  Conto  G.  W^uardi 

2  voi.,  con  molte  incisioni.  (In  lavoro)  ^^^^^i 

Kitmica   e   metrica   razionale   italiana,  del  Pro- 
fossore Rocco  Murari,  di  pag.  xvi.216.    .  °   i  50 

-  (Vedi  Arte  del  dire  -  Rettorica  -  Stilistica)   '    '^^ 
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RiyoInzJone  (La)  francese  (1789-1791)),  del  Prof.  Dott. 
Gian  Paolo  Solerio,  di  pag:.  iv-17() 

Sanscrito  (Avviamento  allo  studio  del),  di  F.  G.  Fumi 
2"  ediz.,  rifatta,  di  pa?.  xii-254  (voi.  doppio) .    .    .    ' 

Saponeria,  dell'Ing:.  E.  Marazza.  (In  lavoro). 

—  (Vedi  Profumeria). 

Scacchi  (Manuale  pel  g:iuoco  deg:li),  di  A.  Seghieri, 
di  pag:.  xv-222,  con  191  illustrazioni 

Scherma  italiana  (Manuale  di),  su  i  principii  ideati  da 
i^  ordinando  Masiello,  di.J.  Gelli,  p.  viii-194,  con  QG  tav. 

Scienza  delle  finanze,  di  T.  Carnevali,  pag.  rv-140. 

Scienze  naturali.  (Vedi  Anatomia  comparata  —  Ani- 
mali parassiti  —  Antropologia  —  Arte  mineraria 

—  Batteriologia  —  Bestiame  —  Botanica  —  Chimica 

—  Coleotteri  —  Chimica  agraria  —  Concimi  —  Cri- 
stallografia —  Fisiologia  —  Flora  italiana  ~  Funghi 
e  Tartufi  —  Gelsicoltura  —  Geologia  —  Imbalsa- 
matore —  Insetti  —  Lepidotteri  —  Microscopio  — 
Mineralogia  —  Naturalista  —  Ostricoltura  —  Piante 
e  Fiori  —  Piscicoltura  —  Pomologia  —  Protisto- 
logia  —  Selvicoltura  —  Zoologia). 

Scolta ra.  Scoltura  italiana  antica  e  moderna,  statuaria 
0  ornamentale  dell'  Archit.  Prof.  A.  Melani,  di  pa- 
g:ine  xviii-196,  con  56  tav.  e  26  %.  intercalate  nel  testo. 

Scolta  ra  in  le^no.  (Vedi  Decorazione  e  industrie 
artistiche  —  Falegname). 

Scritture  d'  affari  (Precetti  ed  esempi  di),  per  uso 
delle  Scuole  tecniche,  popolari  e  commerciali,  del  Pro- 
fessor D.  Maffioli,  di  pag:.  vm-203 

Selvicoltura,  di  A.  Santilli,  pag:.  vm-220  e  46  ine! 

Serlcoltara.  (Vedi  Ba^hi  do.  seta  —  Gelsicoltura  — 
Industria  della  /teta  —  Tintura  della  seta). 

Shakspeare,  di  DowDEN,  trad.  di  Balzani.  (In  lav.). 

SÌdorur$;-Ìa  (Manuale  di),  dell'  Ing:.  V.  Zoppetti,  con 
molte  illustrazioni,  di  pag-.  380  (In  lavoro).  (V.  Me- 
talli -  Tempora) 

Sismologia,  del  Capitano  L.  Gatta,  di' pag.  Vni-Ì75, 
con  16  incisioni  e  1  carta 

Soccorsi  d'  urgrenza,  del  Dott.  C.  Galliano,  di  pa- 
g:ine  xLi-2i)9,  con  6  tavole  litografate,  3'  edizione .    . 

Socialismo.  (In  lavoro). 

Società  di  llutuo  soccorso  (Manuale  Tecnico  per  le). 
Norme  peri  assicurazione  delle  pensioni  e  dei  sussidi  per 
malattia  e  per  morte  del  dott.  G.  Gardenghi  (in  lav.). 

Spettroscopio  (Lo)  e  le  sue  applicazioni,  di  R.  A. 
Proctor,  traduz.  con  note  ed  aggiunte  di  F.  Porro* 
di  pag.  vi-178,  con  71  incisioni  e  una  carta  di  spettri. 

Spirito  di  vino,  (Vedi  Alcool  —  Cognac). 
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Sport.  (Vedi  Alpi  —  Cacciatore  —  Ciclista  —  Dizio- 
nario Alpino  —  Ginnastica    -  Scacchi   -  Scherma). 

apatica  (rnncipi  di)  e  struDientl  metrici,  per  Un? 
E.  Bagnoli.  (In  lavoro). 

Statistica,  di  F.  ViRGiLii,  di  pagf.  viii-176    .    .    . 

^teariiieria.  (Vedi  Industria  stearica). 

StcniDii.  (Vedi  Araldica). 

Stenografia,   di  G.  CriORGETTi  e  M.  Tessaroli  (se- 
condo il  sistema  Gabelsberger-Noe),  di  pa^.  200.    .    . 

Stilistica,  del  Prof.  F.  Capello,  di  pa^.  xii-161.   .    . 

—  (Vedi  Arte  del  dire  —  Rettorica  —  Ritmica. 
Storia  antica  (Elementi  di).  Voi.  I.  L'Oriente  Antico, 

prospetto  storico,  di  I.  Gentile,  di  pa^.  xii-232   .    . 

Voi.  IL  La  Grecia,  di  G.  Toniazzo,  di  pag-.  vi-216. 
storia  comparata  delie  linone  classiche  e  dolle 

neolatine,  di  (J.  S.  Ascoli,  ([n  lavoro). 
Storia   e   crouolog>Ìa  medloevale  e  moderna,  in 

C(.'tav.  sinottiche,  di  V.  Casagrandi,  di  pacr.  xviii-204. 
Storia  delParte  militare  antica  e  moderna,  di  V 

Fossetto,  con  17  tavole  illustrative,  di  pa^.  viii-504' 
Storia  della  «rinnastica.  (V.  Ginnastica  -  Scherma). 
Storia  italiana  (Manuale  di),  di  C.  Cantù,  di  p.  iv-l(50. 

—  (Vedi  hworgimento  —  Storia  e  cronologia). 
Storia  della  musica,  del  Dott.  A.  Untersteineb,  di 

pag:.  300  (voi.  doppio) 

Storia  naturale.  (Vedi  Scienze  naturali). 
Strategia.  (V^edi  Storia  delVarte  militare). 
Strumentazione  (Manuale  di),  di  E.  Prout,  trad.  ital 

con  n9te  di  V.  Ricci,  con  95  esempi,  di  pag.  x-222. 

—  (V^edi  Armonia  —  Cantante  —  Pianista). 
Strumenti  ad  arco  (Gli)  e  la  musica  da  camera, 

(l<'l  Duca  di  Caffarelli  F.  (In  lavoro). 

Strumenti  metrici.  (Vedi  Statica). 

Sussidi.  (Vedi  Società  Mutuo  soccorso). 

Taliacco,  del  Prof.  G.  Cantoni,  di  p.  iv-176,  con  6  ine. 

Xaciieometria.  (Vedi  Celerimensura). 

Tagrlio  e  confezione  di  biancheria.  (V.  Disegno). 

Tariffe  rerroiriarie.  (V.  Codice  doganale  -  Trasporti). 

Tartufl  e  Tunt^hl.  (Vedi  Funghi). 

Tasse  di  regfistro,  bollo,  ecc.  (Vedi  Notaro). 

Tassidermista.  (Vedi  Lnhalsamatore  —  Naturalista 
viaggiatore). 

Tavole  lograritmiche.  (Vedi  Logaritmi). 

Tavole  tacheometriche.  (Vedi  Celerimensura). 

recuica   di   anatomia  microscopica,  del  Prof  D 
Carazzi,  di  paff.  XI--211  con  5  incisioni.    .    . 

Tecnoiog-ia  e  termluolog-ia  monetarla,  di  G  Sac- 
chetti, di  pae.  xiv-192 

Telefono,  di  D.  V.  Piccoli,  di  pag.  iv-120,'  con  38  ine. 
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Telegcrafla,  di  R.  Ferrini,  di  pag.  vi-318,  con  95  ine.  2  — 
Tele^raBa  marittima.  (V^edi  Attrezzatura). 
Telemetria,  misura    delle    distanze    in   g-nerra, 

di  G.  Bertelli,  di  pag.  xiii-145,  con  12  zincotipie  .  2  — 

—  (Vedi  Cartografia  —  Celerimensura  —  Compensa- 
zioni errori  —  Disegno  topografico). 

Tempera  e  cementaj.ione,  doU'Ing.  Fauda.  (In  lav.ì. 

Termodinamica,  di  C.  CATTANEO,  di  pag.  x-196,  con 
4  figure 1  50 

Terremoti.  (Vedi  Sismologia  —  Vulcanismo). 

Tessitura.  (Vedi  Filatura). 

Testamenti  (Manuale  dei),  per  cura  del  Dott.  L.  Se- 
RiNA.  di  pag.  VI-23S 2  50 

Tigre-italiano  (Manuale),  con  due  dizionarietti  ita- 
liaiio-tigrò  e  tigre-italiano  ed  una  cartina  dimostrativa 
degli  idiomi  parlati  in  Eritrea,  del  Cap.  IManfredo 
Camperio,  di  pag.  180 2  50 

—  (V.  Arabo  volgare  —  Grammatica  Galla  —  Lingue 
dell'Africa). 

Tintore  (Manuale  del),  di  R.  Lepetit,  3"  ediz.,  di  pa- 
gine x-279,  con  14  incisioni  (voi.  doppio) 4  — 

Tintura  della  seta,  studio  chimico  tecnico,  di  T.  Pa- 
scal, di  pag.  xvi-432 5  — 

Tlpografla.  I.  —  Guida  per  chi  stampa  e  fa  stampare. 
—  Compositori  e  Correttori,  Revisori,  Autori  ed  Edi- 
tori, di  8.  Landi,  di  pag.  280 2  50 

Topografia.  (Vedi  Cartografia  —  Celeriniensura  — 
Compensazione  errori  —  Disegno  topografico  —  Re- 
golo calcolatore  —  Telemetria). 

Topografia  di  Roma  antica,  di  L.  BORSARI,  con 
illu^^trazioni.  (In  lavoro). 

Tornitore  meccanico  (Guida  pratica  del),  ovvero 
sistema  unico  per  calcoli  in  generale  sulla  costruzione 
di  viti  e  ruote  dentate,  arricchita  di  oltre  100  pro- 
blemi risolti,  di  S.  Dinaro,  di  pag.  164.    .....  2  — 

—  (V^edi  Meccanica  —  Meccanismi  —  Operaio). 

Trasporti,  tariffe,  reclami  ferroviari  ed  ope- 
razioni dog-anali.  Manuale  pratico  ad  uso  dei  com- 
mercianti e  privati,  colle  norme  per  l'interpretazione 
delle  tariffe  e  disposizioni  vigenti,  per  A.  G.  Bianchi, 
con  una  c^rta  delle  reti  ferroviarie  italiane,  di  pa- 
gine xvi-152 2  — 

Travi  metallici  composti  (Momenti  resistenti,  pesi 
dei),  di  E.  ScHENCK,  pagine  xl-188,  10  figure  e  tabella 
per  chiodatura    .    . .  3  50 

—  (Vedi  Peso  dei  metalli  —  Resistenza  dei  materiali). 
Triangolazioni  topografiche  e  triangolazioni  ca- 
tastali, deiring.  O.  Jacoangeli.  (In  lavoro). 

Trigonometria.  (Vedi  Geometria  metrica). 
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Unità  assointe.  Definizione,  Dimensioni,  Rappresenta- 
zione, Problemi,  deUlnfi-.  G.  Bertolini,  di  p.  x-124-44.  2  50 

Uva  pasAa  (Industria  dell')  e  della  «ssicazlone  delle 
firutta  e  deji^ll  •rUiggl,  Prof.  L.  Paparelli.  (In 
lavoro). 

Valli  l^ombardc,  di  SCOLARO.  (Vedi  Dizion.  alpino). 

Valori  pubblici  (Manuale  per  l'apprezzamento  dei)  e 
per  lo  operazioni  di  Borsa,  Dott.  F.  I'iccinelli,  di 
pag^.  xiv-236 2  50 

Velociped Iginio,  di  A.  Galante.  (Vedi  Ciclista). 

Ventilazione.  (Vedi  Riscaldamento). 

Verbi  g^reci  anomali  (I),  di  P.  Spaqnotti,  secondo  le 
Grammatiche  di  Curtius  e  Inama,  di  pa?.  xxiv-107.  1  50 

Vernici,  lacche,  nia<itici,  inchiostri  da  stampa, 
ceralacche  e  prodotti  arani  (Fabbricazione  delle), 
deirintr.  Ugo  Fornari,  di  pag.  viii-2()2 2  — 

—  (Vedi  Colori  e  Veìmici). 

Veterinaria.  (Vedi  Bestiame  —  Cavallo  —  Igiene 
'veterinaria  —  Zoonosi). 

Viag>g>i.  (Vedi  Ciclista  —  Cristoforo  Colombo  —  Na- 
turalista viaggiatore). 

Vinacce  (Fabbricazione  delle).  (Vedi  Cognac). 

Vino  (TI),  di  Grazzi-Soncini,  di  pag.  xvi-152 ....  2  — 

Viticoltura.  Precotti  ad  uso  dei  Viticoltori  italiani, 
del  Prof.  O.  Ottavi,  rived.  ed  ampliata  da  A.  Strucchi, 
3*  ediz.,  di  pao[.  viii-184  e  22  incisioni 2  — 

—  (Vedi  Analisi  del  vino  —  Cantiniere  —  Enologia 
—  Enologia  domestica  —  Malattie  dei  vini  —  Uva 
passa  —  Vino). 

Vocabolario  (Nuovo)  della  lingua  italiana,  di 
A.  Straccali  e  L.  Gentile.  Volume  di  circa  1400  pa- 
gine. (In  lavoro). 

Volapiik  (Dizionario  italiano-volapiik),  preceduto  dalle 
Nozioni  compendiose  di  grammatica  della  lingua,  del 
Prof.  0.  JVIattei,  secondo  i  principii  dell'inventore  M. 
ScHLEYER,  ed  a  norma  del  Dizionario  Volapiik  ad  uso 
dei  francesi,  del  Prof.  A.  Kerckhoffs,  di  pg^:.  xxx-198.  2  50 

—  (Dizionario  voiapiik-italiano),  del  Prof.  (J.  Mattei, 

di  pag.  XX-20Ì 2  50 

—  Manuale  di  conversazione  e  raccolta  di  vocaboli  e 
dialoghi  italiani-volapiik,  per  cura  di  M.  Rosa  Tom- 
MASi  e  A.  Zambelli,  di  pag.  152 2  50 

Volumetria.  (Vedi  Analisi  volumetrica). 
Vulcanismo,  del  Capitano  L.  Gatta,  di  pag.  viii-268, 
con  28  incisioni 1  50 

—  (Vedi  Climatologia  —  Igroscopi  —  Meteorologia  — 
Sismologia). 

Zincotlpia.  (Vedi  Arti  grafiche). 
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tili.  Uccelli  e  Mammiferi),  p.   .  ,     .         ^  ,    . 
—  (Vedi  Animali  parassiti  —  Batteriologia  —  LoLeot- 
ieri  italiani  —  Imbalsamatore  —  Insetti  —  Lepi- 
dotteri —  Naturalista  viaggiatore  —  Protistologia). 
Zoonosi,  del  Dott.  B.  Galli  Valerio,  di  pag.  xv-227  1  oO 
Zootecnia,  del  Prot.  Tampelini.  (In  lavoro). 
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Acqua  C.  Microscopio.  .  .  pag.  19 
Adler  G.  Esercizi  di  lingua  te- 
desca  10 

Aducco  A.  Chimica  agraria .  .    6 
Airy  6.  B.  Gravitazione  ....  14 
Alberti  F.  II  bestiame  e  l'agri- 
coltura     5 

Albicini.  Diritto  civile 8 

Albini  G.  Fisiologia 11 

Alessandri  P.  E.  Analisi  volu- 
metrica      3 

—  Infezione,  Disinfezione  .  .  15 

—  Farmacista  (Manuale  del).  11 

Aloi.  Olivo  ed  Olio 20 

Ambrosoli.  Numismatica  ....  20 

—  Letteratura  islandese  ...  16 
Amezaga.  Manuale  del  Marino  18 
Antilli  A.  Disegno  geometrico.  9 
Arila  C.  Dizion.  Bibliografico.    9 

Arti  pratiche,  ecc 4 

Aschieri  F.  Geometria  projet- 

tiva  dello  spazio 13 

—  Geometria   projettiva   del 
piano  e  della  stella 13 

—  Geometria  descrittiva  ...  13 

—  Geometria  analit.  d.  piano  13 

—  Geometria  analit.  d.  spazio  13 
Ascoli  G.  S.  Storia  comparata.  24 
Azzonl.  Debito  pubblico  ital.  8 
Baccarini  P.  Malattie  crittog.  17 

Bagnoli.  Statica 24 

Balfour-Stewart.  Fisica 11 

Ball  J.  Alpi  (Le) 2 

Ball  R.  Stawell.  Meccanica    .  .  18 

Balzani  A.  Shakspeare 23 

Barpi  U.  Igiene  veterinaria.  .  14 
Barth  M.  Analisi  del  vino.  .  .  3 
Belilo  V.  Mare  (II) 18 

—  Cristoforo  Colombo 8 

Bellotti  G.  Luce  e  colori.  ...  17 
Belluomìni  G.  Cubatura  legnami    8 

—  Peso  dei  metalli 21 

—  Falegname  ed  ebanista  .  .  11 

—  Manuale  dell'Operaio  ...  20 

—  Fonditore  .  .  .  , 12 

Benetti  J.  Meccanica 18 

Bertelli  G.  Disegno  topografico    9 

Bertelli  G.  Telemetria 25 

Bettei  V.   Morfologia  greca  .  19 
BertolinI  F.  Storia  del  risorgi- 
mento italiano 22 

Bertolini  G.  Unità  assolute  ...  26 
Besta  R.  Anatomia  e  fisiologia 

comparata 3 

Bettoni.  Piscicoltura 21 


Blagi  G.  Bibliotecario  (Manua- 
le del) pag.    5 

Bianchi  A.  G.  Trasporti,  tariffe, 

reclami,  oper.  dogan.  ...  25 
Bignami-Sormani.Diz. Alpino.  .    9 

Bock.  Igiene  privata 14 

Bolto  C.  Disegno  (Princ.  del).    9 
Bombice!  L.  Minerai,  generale  19 

—  Miner.  descrittiva 19 

Bonacina.  Fotografia  d.  colori  12 
Bonetti  E.   Disegno,   taglio  e 

confezione  di  biancheria.  .    9 
Bonlzzi  P.  Anim.  da  cort.  ...    H 

—  Colombi  domestici 7 

BorlettI  F.  Celerimensura  ...    6 

Borsari  L.  Roma  antica 25 

Boselli  E.  Gioiell.  e  Orefic.  13-2<) 
Brigiuti  R.  Letterat.  egiziana.  16 

Brown.  5(X)  Meccanismi 18 

Bruni  F.  Tartufi  e  funghi.   12-24 

j    Bruni  E.  Imposte  dirette.  ...  14 
i    —  Contabilità  dello  Stato  .  .    7 

—  Catasto  italiano 6 

1    —  Codice  doganale 6 

I    —  Legislazione  rurale 15 

!    —  Ricchezza  mobile 22 

j    Burali-Forti.  Logica  matematica  17 

Galliano  C.  Soccorsi  d'urgenza  23 

j    —  Assistenza  infermi 4 

I    Camperio  M.   Manuale   Tigrè- 

,       Italiano 25 

I    Canestrini  E.  Fulm.  e  parafulm.  12 
'    Canestrini  G.  Apicoltura  ....    3 

i    —  Antropologia 3 

I    Canestrini  G.  e  R.  Batteriologia    5 
I    Cantamessa   F.  Alcool  (Indu- 
stria e  fabbricazione  dell').    2 

Cantoni  C.  Logica 17 

—  Psicologia 22 

Cantoni  G.  Fisica 11 

1    —  Tabacco  (II) 24 

:    —  Prato  (II) 21 

—  Frumento  e  Mais 12 

Cantoni  P.  Igroscopi,  Igrome- 

I       tri,  Umidità  atmosferica.  .  14 

,    Cantù  C.  Storia  italiana.  ...  24 

Capello  F.  Rettorica 22 

—  Stilistica 24 

I    Cappelletti  L.  Letterat.  spagn. 
I       e  portoghese 16 

Carazzi  D.  Ostricoltura 20 

—  Tecnica  microscopica  ...  24 
Carega  di  Muricce  F.  Agronomia   2 

—  Estimo  rurale 11 

Carnevali.  Scienza  di  finanze.  23 


i 


Carraroli  A.  Igiene  rurale  pofif.  14 
Casagrandi  V.  Storia  e  crono- 
logia   24 

Cattaneo  C.  Dinamica  element.    8 

—  Termodinamica 25 

Cavanna  G.  Zoologia 27 

Cencelli-Perti  A.  Macchine  agr.  17 
Cettolini  S.  Malattie  dei  vini.  17 
Chiesa  C.  Logismografia  ...  17 
Ciampoll  D.  Letterature  slave  16 
Cignoni  A.  Ing.  navale  (Pron- 
tuario dell') 15 

Cinquini  A.  Fonologia  greca  .  12 
Colombo  G.   Ingegnere   civile 
(Manuale  dell') 15 

—  Elettricista  (Manuale  dell')  10 
Comboni  E.  Analisi  del  vino  .  3 
Concari  T.  Grammatica  itaL  .  14 
Consoli  S.  Fonologia  latina  .  12 

—  Letteratura  Norvegiana  e 
Danese 16 

Conti.  Giardino  infantile  ...  13 
Contuzzi  F.  P.  Diritto  costitu- 
zionale   8 

—  Diritto  internaz.  privato  .    9 

—  Diritto  internaz.  pubblico  9 
Cossa  L.  Economia  politica  .  10 

Cremona  I.  Alpi  (Le) 2 

Cretti  F.  Compensazione  degli 

errori  7 

Cust  R.  Religione  e  lingue  del- 
l'India inglese 22 

—  Lingue  d'Africa 17 

Dal  Piaz  dì  Prato.  Cognac,  Vi- 
nacce, ecc 7 

Damiani.  Lingue  straniere  .  .  17 

De  Amezaga.  Marino  militare 
e  mercantile 18 

De  Brun  A.  Contabilità  comu- 
nale     7 

De  Gubernatis  A.  Mitologia 
comparata 19 

—  Letteratura  indiana  ....  16 

—  Religione  e  lingue  dell'In- 
dia inglese 22 

—  Lingue  d'Africa 17 

Del  Lupo  P.  Pomologia  artiflc.  21 
De  Marchi  L.  Meteorologia  .  .  18 

—  Climatologia 6 

De  Sterlich.  Arabo  volgare  .  .  3 
Dib  Khaddag.  Arabo  volgare  .  3 
Di  CaHarelli  F.  Strum.  ad  arco  24 

DI  Maio  F.  Pirotecnica 21 

Dinaro  S.  Tornitore  meccanico  25 

Dizionari 9-10 

Dowden.  Shakspeare 23 


Enciclopedia  Universale  .  .  pag.  10 
Erede  6.  Geometria  pratica .  13 
Errerà  A.  Piccole  industrie.  .  21 
Fadda.  Tempera  e  cementaz.  25 
Faralli  G.  Igiene  pubblica.  .  .  14 
Fenini  C.  Letteratura  ital.  ...  16 
Ferrari  D.  Arte  (L')  del  dire ...  4 
Ferrini  C.  Diritto  romano  ...    9 

Ferrini  C.  Il  Digesto 8 

Ferrini  R.  Elettricità 10 

—  Elettricista  (Manuale  dell')  IO 

—  Energia  fisica 10 

—  Galvanoplastica 12 

—  Riscaldamento  e  ventilaz.  22 

—  Telegrafia 24 

Fiorili!  C.  Omero 20 

Foresti    A.    Mitologia    greca. 

Voi.  I  Divinità  e  voL  II  Eroi  19 

—  Mitologia  romana 19 

Fornari  U.  Vernici  e  lacche.  .  26 

Foster  M.  Fisiologia Il 

Franceschi  G.  Cacciatore  ...  5 
Franceschini  F.  Insetti  utili .  .  15 

—  Insetti  nocivi 15 

Friso.  Filosofia  morale 11 

—  Etica 11 

Fumagalli  G.  Paleografia.  ...  20 

—  Bibliotecario ^^ 

Fumi  F.  G.  Sanscrito 23 

Funaro  A.  Concimi  (1)  ....  •  7 
Gabba  L.  Chimico  (Man.  del).    6 

—  Seta  (Industria  della)  ...  15 

—  Adulterazione  e  falsifica- 
zione degli  alimenti 2 
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